Caderno _
de @Xercicios

MATEMATICA A ANTONIO PAMPULIM
MVT 1 O 10.° ANO CRISTINA VIEGAS
SERGIO VALENTE

INCLUI:
» Sinteses com exemplos
» Mais de 500 exercicios propostos

» Respostas

o Testes 5+5 (OFERTA ONLINE) T.l1-
exTo



Introducio

aLogica Bivalente
e & Teoria dos Conjuntos

1. Proposicoes 4
Proposicdes 4
Valor légico de uma proposicdo 5
Equivaléncia 5
Negacdo 6
Conjuncdo e disjuncdo 7
Propriedades da negacdo, da conjuncdo
e da disjuncdo 9
Implicacdo 10
Propriedades da implicagdo e da equivaléncia ... n

2. Condicdes e conjuntos 13
Condigbes 13
Solugdo de uma condicdo 14
Operagdes logicas sobre condiGOEs ......uvricicns 15
Quantificador existencial.

CondigBes possiveis e condigdes impossiveis............. 17
Quantificador universal. Condi¢des universais ............ 18

Segundas leis de De Morgan
Conceito de contraexemplo
Definicdo de um conjunto em extensdo

Definicdo de um conjunto em compreensao ... 21
Igualdade de conjuntos. Relagdo de inclusdo.

Intersecdo, unido e diferenga de conjuntos .................... 22
Operagdes sobre condigdes e sua tradugéo

em termos de conjuntos 24

Algebra
Radicais e poténcias de expoente racional ... 28
Monotonia da potenciagdo 28
Definigdo de % (raiz indice n de a),
comnelNen>2 29
Propriedades dos radicais 29
Racionalizag@o de denominadores ... 32

Poténcias de expoente racional .
Resolugdio de problemas 34

2. Polindémios 35

Noc&o de polindmio 35
Operag¢des com polindmios 36
Casos notaveis 37
Divisdo inteira de polindmios 37
Regra de Ruffini 40
Teorema do resto M
Raiz ou zero de um polinémio 4
Raiz de multiplicidade n de um polindmio ... 42
Fatorizagdo de polindmios 43
Exercicios globais 44

Geometria Analitica

Geometria analiticanoplano ... 46
Referencial ortonormado 46
Distancia entre dois pontos 47
Ponto médio de um segmento de reta ... 48
Reta 49
Mediatriz de um segmento de reta ... 51
Circunferéncia 52
Circulo 53
Elipse 54
Semiplanos 57
Calculo vetorial no plano 59
Vetores 59
Adicdo de vetores 60
Produto de um vetor por um numero real (escalar) ... 61
Coordenadas de um vetor 63
Soma de um ponto COM UM VELOT ... 64
Diferenca entre dois pontos 65
Vetor diretor de uma reta. Relagcdo com o declive

da reta 66
Equacdo vetorial de uma reta. Sistema de equacdes
paramétricas de uma reta 67




3

Geometria analitica No €SPago ...
Referencial ortonormado N0 €Spago ...
Planos paralelos aos planos coordenados.....................
Retas paralelas aos eixos coordenados..................

Distancia entre dois pontos

Plano mediador de um segmento de reta ...

Superficie esférica

Esfera

4. Calculo vetorial no espaco

Vetores do espaco

Coordenadas de um vetor

Soma de um PONtO COM UM VELOI ..o

Diferenca entre dois pontos e soma de um ponto com
um vetor

Coordenadas do ponto médio de um segmento
de reta

Equacao vetorial de uma reta. Sistema de equacdes

parameétricas de uma reta

~ [ ]
Funcoes Reais
de Variavel Real
1. Generalidades acercade fungdes ... 86
Conceito de funcdo 86
Restricdo de uma fungéo 87
Imagem de um conjunto por uma funGao ... 88
Funcgao injetiva 89
Fungdo sobrejetiva 89
Fungdo bijetiva 90
Composicdo de fungdes 91
Funcdo identidade 92
Funcdo inversa de uma funcéo bijetiva ... 92
2. Generalidades acerca de fungdes reais
de variavel real 93
Funcdo real de variavel real 93
Gréfico cartesiano de uma fungdo real de varidvel real . 94
Teste da reta vertical 95
Teste da reta horizontal 96
Funcdes pares 96
Fungdes impares 98
Relacdo entre o grafico de uma fungéo f bijetiva
e o grafico da fungéo [ 100

79
79
79
80

81

82

82

Transformagdes de graficos 101

3

4

Respostas

Monotonia, extremos e concavidade ... 103

Imagem de zero e zeros de uma fungao ... 103
Sinal de uma fungéo 104
Fungdes limitadas 105
Monotonia 106
Extremos 107
Concavidades 109

Estudo elementar de algumas funcdes
e operagoes sobre funcdes 110

Fungdes polinomiais

Fungdo quadratica
Inequagdes do segundo grau
Fungdo cubica
Inequagdes do terceiro grau
Fungdes definidas por ramos

Fungdo modulo
Fungdo composta de duas funcdes das quais uma
¢ a fungdo modulo
Equagdes e inequagdes envolvendo a fungdo mddulo.....
Resolucdo de equagdes e inequacgdes irracionais

envolvendo radicais quadraticos
Fungdo raiz ctibica
Operagdes com fungdes

Estatistica

Caracteristicas amostrais

O simbolo de somatério
Varidvel estatistica quantitativa
Amostra de uma varidvel estatiStica ...
Dados agrupados
Média
Desvios em relagdo a média
Soma dos quadrados dos desvios em relagdo a média....
Variancia e desvio padrdo
Teorema de Chebycheff
Amostra ordenada

Percentil de ordem k
Percentis de ordem 25, 50 e 75
Percentil de ordem k de um conjunto de dados

quantitativos organizados em Classes.............







Proposicoes

Proposicoes

Proposicao é uma expressao suscetivel de ser verdadeira ou de ser falsa.
Exemplos:

Sao proposicoes:

©2+3=9$§

* «O minimo multiplo comum dos nimeros 4 € 6 é 24.»

* «Lisboa € a capital de Portugal.»

Nio sdo proposicoes expressoes que designam entes, como, por exemplo:
°2+3
* «O minimo multiplo comum dos nimeros 4 € 6.»

* «A capital de Portugal.»

Principio da nao contradicao: uma proposicao nao pode ser simultaneamente verda-
deira e falsa.

Por isso, afirmagoes verdadeiras para uns e falsas para outros nao sao proposicoes.

Exemplos:
* «Coimbra é uma linda cidade.»

* «A Julia Roberts é mais bonita que a Jodie Foster.»

Julia Roberts Jodie Foster

Das seguintes expressoes, indica as que sio proposigoes.

® «A cenoura é mais saborosa que o tomate.»

* «O rio Douro nasce na serra da Estrela.»

* «Maradona foi o melhor jogador de futebol de sempre.»
* «O maior namero inteiro menor do que m.»

* «O méaximo divisor comum dos nimeros 10 e 24.»

* «O menor nimero primo € par.»




Valor légico de uma proposicao

Se uma proposicao é verdadeira, dizemos que tem valor ldgico «verdade» (V).

Se uma proposicao é falsa, dizemos que tem valor lagico «falso» (F).

2. Indica o valor légico de cada uma das seguintes proposigoes.

- 1,12 2 _14

a) —3—5—8 b)zi‘g—s C)i— 3
7

q 23+25=28 e 3-(V2-2)=1-12 f) 27*=-8

g) «4 é o maximo divisor comum dos ntimeros 12 e 16.»

h) «40 é o minimo multiplo comum dos ntimeros 4 ¢ 10.»

i) «A soma dos nimeros primos que pertencem ao intervalo [1,9] é um nimero primo.»

j) «A drea de um tridngulo equildtero que tem perimetro 6 é V3.

Equivaléncia

Dadas duas proposicoes, p e g, podemos construir a proposicao p < g, que se lé
« p é equivalente a g », a qual é verdadeira se as proposicoes p e g tiverem o mesmo
valor légico e é falsa se as proposigoes p e g nao tiverem o mesmo valor ldgico.
Exemplos:

* aproposicio 5°=1 < n>2 éverdadeira (5°=1 e n>2 sio proposi¢des verdadeiras);
* aproposicio 3% =6 & -5>0 éverdadeira (32=6 e -5 >0 sdo proposicdes falsas);
° aproposicio 4<-5<2+1=3 éfalsa(4<-5 éfalsae 2 +1=3 éverdadeira).

Tabela de verdade:

Q

pegq

men< <o
mno< m<
< m <

3. Considera as seguintes proposicoes:
p : «O ntimero V49 é racional.» q:2+3x4=20

r:=3<-5 s : «Os numeros 2 e 3 sdo divisores de 3456.»
Indica o valor l6gico das seguintes proposigdes.

a) peog b) g&r ) P

. Sejam p e g duas proposicoes tais que p € falsae g é verdadeira.

Indica, justificando, o valor 1dgico da proposicio (p < q) < p .
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Negacao

Dada uma proposicao p , podemos construir a proposicao ~p , que se lé «ndo p », a
qual é verdadeira se a proposi¢ao p for falsa e é falsa se a proposi¢ao p for verdadeira.

Exemplo:

A negacao da proposi¢io «Barcelona é uma cidade
francesa.» é «Barcelona nio é uma cidade francesa.»

Tabela de verdade:

P ~p
V F
F \Y Barcelona

Tem-se a seguinte propriedade (dupla negagao): [~(~p)l & p

Seja p a proposicao: «D. Dinis foi o primeiro rei de Portugal.»

Escreve, em linguagem corrente, a proposi¢io ~p .

Seja p a proposi¢ao: «O telemovel da Inés é da mesma marca do telemovel da Catarina.»
A proposi¢do ~p pode ser expressa de varias maneiras.

Das expressoes apresentadas a seguir, indica as que exprimem a proposicao ~p .

e «O telemovel da Inés ndo é da mesma marca do telemédvel da Catarina.»

* «Nao é verdade que os telemdveis da Inés e da Catarina sejam da mesma marca.»
e «Os telemoveis da Inés e da Catarina sio de marcas diferentes.»

e «O telemovel da Inés nio é de marca diferente do telemével da Catarina.»

¢ «Os telemodveis da Inés e da Catarina niao sio da mesma marca.»

2
Seja p a proposicio: 372+ 472 = (%)
a) Indica o valor légico da proposi¢ao p .
b) Seja g uma proposicao tal que é verdadeira a equivaléncia p < (~q) .

Qual € o valor l6gico da proposi¢ao g ? Justifica a tua resposta.

Seja p a proposicdo: «A soma das amplitudes dos dngulos internos de um triangulo
nao é 90°.»
a) Indica o valor légico da proposi¢ao p .

b) Escreve, em linguagem corrente, a proposicio ~p .

Sejam p e g duas proposicoes tais que € falsa a proposicao p < ¢ .
Indica o valor l6gico de cada uma das seguintes proposigdes.

a) ~(p=q) b) [~(~q)l & p ¢) (~p) = (~q)

d) p=(~q) e) ~[(~p) = 4]



Conjuncao e disjuncao
Dadas proposicoes p e g, podemos construir:

® aproposicao p A g, queselé «p e g»,aqual é verdadeira apenas no caso em que
as proposicoes p e g sao ambas verdadeiras (p A g designa-se por conjung¢ao de
peq)

® aproposicao p V g, que se lé « p ou g», a qual é falsa apenas no caso em que as
proposicoes p e g sao ambas falsas (p VV g designa-se por disjuncaode p e q).

Exemplo:

Seja p a proposi¢ao «Hoje almogo em casa.» e seja g a proposi¢io «Amanhi janto
fora.»

Entdo, a proposi¢io p A g é «Hoje almogo em casa e amanha janto fora.» e a propo-
sicao p V g € «Hoje almoco em casa ou amanha janto fora.»

Tabelas de verdade:

Conjunc¢ao Disjungao
p q pPAqQ p q pVaq
\% \ \Y \% \Y \Y
\% F F \% F \Y
F \ F F \Y \Y
F F F F F F

Convencao de escrita (prioridade das operacoes légicas)
A expressao [(~p) A q] < r pode ser escrita sem paréntesis: ~p Ag&r

De facto, na escrita de uma expressao que envolve operagoes légicas, convenciona-se a
ordem seguinte relativamente a prioridade das operacées:

1.2 Negacao.
2.2 Conjuncio e disjuncgéo (entre a conjuncio e a disjun¢do ndo existe prioridade).

3.2 Equivaléncia.

10. Em cada uma das alineas seguintes estd escrita uma expressao que é conjungao de duas

proposicoes.

Para cada alinea, indica quais sdo essas proposic¢oes.
a) «A Filipa é filha da Joana e do Marco.»

b) «18 é multiplo de 3 e de 6.»

) 1<2<3



Tema1 | Introduciio a Légica Bival e a Teoria dos Conjuntos

11. Em cada uma das alineas seguintes estd escrita uma expressao que é disjun¢do de duas

proposigoes.
Para cada alinea, indica quais sdo essas proposigoes.

a) «A Teresa tem dois ou trés irmaos.»

9
B =<2,5
) 4

c) «Pelo menos um dos meus filhos, Margarida e Pedro, vai comigo ao cinema esta tarde.»

12. Considera as seguintes proposigoes:
p : «Vou comer uma laranja.»
q : «Vou comer uma maga.»

Traduz, em linguagem corrente, as seguintes proposigoes.

a) ~p b) pAq
) PN ~q d ~pAN~q
e pVgq f) PVaAN~pANq)

13. Sejam A e B dois conjuntos e sejam p, g e r as seguintes proposigoes:
p:2&A
qg:3€A
r:3€B
a) Utilizando apenas as letras p, g e r e os simbolos ~, A e V,traduz, em linguagem
simbdlica, as seguintes proposi¢des.
a,) «2 pertence ao conjunto A .»
a,) «3 pertence ao conjunto A e ao conjunto B .»
a;) «3 pertence ao conjunto A ou ao conjunto B .»
a,) «2 ndo pertence ao conjunto A , mas 3 pertence ao conjunto B .»
a;) «2 e 3 pertencem ao conjunto A .»
ag) «3 pertence ao conjunto B, mas nao pertence ao conjunto A .»

a;) «3 nao pertence ao conjunto A , nem ao conjunto B .»

b) Escreve, em linguagem corrente, as seguintes proposigoes.
b) ~pVgq b)) p A ~1

14. Sejam a e b duas proposicoes tais que é verdadeira a proposi¢io ~a A ~b .
Indica o valor logico das seguintes proposigoes.
a) aN~b b) aV ~b

15. Sejam p e g duas proposi¢oes tais que € falsa a proposi¢ao p < (~q) .
Indica o valor légico das seguintes proposicdes.
a) ~(~peq) b) ~pVygqg
) pPN~q



Propriedades da negacao, da conjuncao e da disjuncao

Sejam p, g e r proposi¢cdes, v uma proposi¢ao verdadeira e f uma proposigao falsa.

Dupla negagao
Idempoténcia
Comutativa
Associativa

Conjungao de uma proposigao
verdadeira com outra proposicao

Conjungao de uma proposigao
falsa com outra proposicao

Disjuncao de uma proposicao
verdadeira com outra proposicao

Disjuncao de uma proposicao
falsa com outra proposigao

Distributivas
Principio da n3o contradigao
Principio do terceiro excluido

Primeiras leis de De Morgan

~(~p)e=p
pApP&p
PAGESaAp

(eAgGArepA@ATr)

VAPSPAVSD

fApepAfef

vwWpoepVvey

fVpepViep

pA@VnepPAgVipAr)
pA~pef
pV ~psv

~PpAg e ~pV~q

pVpep
pVageqgVp

bVaVrepVigvn

pVlgnnepVgApVvn

~pVage~pA~q

16.

17.

18.

Sejam p e g duas proposicoes.

a) Aplicando as propriedades da negacio, da conjuncdo e da disjung¢ao, prova as equiva-
léncias que a seguir se apresentam. Em cada passo indica as propriedades que utilizaste.
a) ~(~p)N GV ~q) =P a) ~pPA~(~pAq S ~pVq)
a) [(pV ~p) ANgIN[~(~pANgllepANg a) pVlanpValepVag

b) Prova as mesmas equivaléncias utilizando tabelas de verdade.

Sejam p e g duas proposicoes.
Simplifica cada uma das expressdes seguintes e indica, sempre que possivel, o respetivo
valor légico.

a) [(~pAqQV~pVglnp b)
o [(pAgVpA~q)ValA(~pVq)

~[pA(~pV @IV (pAq)

A Inés e a Rita sdo amigas do Julio. Sejam p e g as seguintes proposi¢oes:
p : «O Julio e a Inés tém a mesma idade.»

q : «O Jualio e a Rita tém a mesma idade.»

Sabe-se que é verdadeira a proposi¢do p A gV ~(p V q)].

Indica, justificando, o valor ldgico da proposicdo «A Rita e a Inés tém a mesma idade.»
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19. A Valéria lancou um dado, com as faces numeradas de 1 a 6.

Sejam p, g e r as seguintes proposicoes:
p : «Saiu face com nimero par.»

q : «Saiu face com nimero primo.»

7 : «Saiu face com ntimero divisor de 8.»

Indica que numero saiu no langamento do dado, sabendo que é verdadeira a proposicao
Vg A~lgnrV~r.

Implicacao

Dadas proposicoes p e g, podemos construir a proposicao «se p entao g », que se
representa simbolicamente por p = g (o simbolo = lé-se «implica»).

Exemplo:

Seja p a proposicao «Hoje almogo em casa.» e seja g a proposi¢ao «Amanha janto fora.»
Entdo, a proposicio p = g € «Se hoje almogo em casa, entao amanha janto fora.»

Tabela de verdade:

P q p=q
v v v
v F F
F v v
F F v

A expressao p = g pode ser traduzida em linguagem corrente de qualquer uma das
seguintes formas:

e p implica q; e p é condicao suficiente para q;
e se p entdo q; e g é condicao necessaria para p;
® gsep; e psose g.

Convencao de escrita (prioridade das operacoes légicas)

Na escrita de uma expressao com operagoes ldgicas envolvendo a implicagao, conven-
ciona-se que esta operagao tem o mesmo nivel de prioridade da equivaléncia. Assim,
tem-se a ordem seguinte relativamente a prioridade das operagées légicas:

1.2 Negacao.

2.2 Conjuncio e disjuncao (entre a conjuncéo e a disjuncdo nio existe prioridade).

3.2 Implicacio e equivaléncia (entre a implicacio e a equivaléncia ndo existe prioridade).

20. Escreve, sob a forma de implica¢do entre duas proposi¢oes, cada uma das seguintes afirmagoes.
a) «Se o Joaquim comer a sopa, a mae da-lhe um doce.»
b) «Serei chamado para a equipa da escola se nao faltar aos treinos.»
¢) «Veras Braga por um canudo s6 se fores ao Santudrio do Bom Jesus do Monte.»

21. Sejam p e g proposicoes tais que p € falsae g é verdadeira.
Indica o valor légico das seguintes proposigoes.
a) p=4q b) g=7p ) pNVag=-~p

10



22,

23.

24.

25.

Determina o valor l6gico das proposi¢bes p, g e r em cada um dos casos seguintes.

a) Supde que a proposicdo (g = p A7) A ~(r=p) é verdadeira.
b) Supde que a proposi¢io (p A ~q)V (p Ar) = r é falsa.

Sejam p e g duas proposi¢cdes com valores logicos diferentes.
Indica, justificando, o valor légico das seguintes proposi¢des.
a) pANg=~¢q b) ~p=pVgq

o) (p=q) VIig=0p) d ~p=4q

Sejam p e g duas proposicoes tais que ¢ verdadeira a proposi¢io pVg=p ANq.

Justifica que é verdadeira a proposi¢io p < g .

Considera uma circunferéncia de centro num ponto C e raio 2. Sejam A e B dois pontos
pertencentes a circunferéncia tais que o segmento de reta [AB] ndo é um diametro.

Seja a a reta tangente a circunferéncia no ponto A ,seja b a reta tangente a circunferén-
cia no ponto B eseja D o ponto de intersecdo das retas a e b .

Sejam, ainda, p, g e r as seguintes proposigoes:

p : «A amplitude do angulo ACB é 60°.»

q : «O perimetro do triangulo [ABC] € 6.»

r: «A amplitude do angulo ADB ¢é 120°.»

Indica, justificando, o valor logico das seguintes proposicoes.

a) p=>gq b) r=p

Propriedades da implicagao e da equivaléncia

Negacao da implicagdo ~p=09 e (PA~q)

Implicagdo como disjungéo p=q < (~pVa

Disjungdo como implicagdo bVag e (~p=qg e (~g=p)
Lei da conversao — implicagao contrarreciproca (=09 < (~g=~p)
Transitividade da implicagdo [(p=agAlg=nNl=@pEP=r
Equivaléncia como dupla implicagao hegelp=9 Alg=p)]
Negacao da equivaléncia ~peqg e lpA~q) VigA~p)]
Transitividade da equivaléncia [(pegA@en]=pern

Dado que a equivaléncia é uma dupla implicagao, a expressao p < q pode ser traduzida
em linguagem corrente de qualquer uma das seguintes formas:

e p éequivalentea g;

e pseesdse (;

e p é condigao necessaria e suficiente para g .

n
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26. Sejam p, q e r trés proposicoes.

27.

28.

29.

30.

Utilizando as propriedades das operagdes logicas, simplifica o mais possivel a expressio
~(~g=>~p)N(~r=4q).

Sejam p, q e r as seguintes proposicoes:

p : «Esta tarde vou estudar Matematica.»

q : «Esta noite vou ver televisdo.»

r : «Esta noite vou jogar no computador.»

a) Traduz, em linguagem corrente, as seguintes proposigoes.
a) p=>gANr
a) pN\N~r=4gq
az) g & ~r

b) Traduz, em linguagem simbdlica, as seguintes proposigoes.

b)) «Se esta tarde estudar Matemadtica, entdo a noite vejo televisio ou jogo no compu-
tador.»

b,) «Se esta tarde nao estudar Matematica, entdo a noite nao vejo televisdo nem jogo
no computador.»

c) Nega as seguintes proposicoes.
c;) «Se esta tarde estudar Matematica, a noite vou ver televisio.»

c,) «Esta noite vou jogar no computador, a menos que va ver televisao.»

Sejam p, g e r trés proposigoes.

Admite que é verdadeira a proposi¢do (p V ~q) A (r = ~p) .

Utilizando as propriedades das operagdes logicas, mostra que é verdadeira a proposicdo
q=-~r.

Sejam p, q e r trés proposigoes.

Admite que é verdadeira a proposi¢ao (p & g) A (r& ~q) .

Utilizando as propriedades das operagdes logicas, mostra que é verdadeira a proposicdao
re~p.

Seja p a seguinte proposi¢do: «Se o menino estd com fome,
entao chora.»

Das expressoes apresentadas a seguir, indica as que sao equi-
valentes a proposi¢ao p .
A. «Se o menino nio chora, entio nio estd com fome.»

B. «O menino estar a chorar é condicdo suficiente para se
concluir que estd com fome.»

C. «O menino estar com fome é condi¢ao necessaria para
chorar.»

D. «O menino estd com fome s6 se estiver a chorar.»

E. «O menino chora se estiver com fome.»




2. Condicoes e conjuntos

Condicdes

Condicao ou expressao proposicional é uma expressao com uma ou mais variaveis
gue se converte numa proposicao quando se concretiza(m) a(s) variavel(is).
Exemplos:

Sao condigoes:
° 2x+3y="7 * «x éa capital de Portugal.»

A expressio x(x + 1) ndo é uma condi¢do porque nao se converte numa proposicao
quando se substitui a variavel por um nimero.

Podemos designar uma condigao, na variavel x, por p(x), g(x), r(x), ..

Quando, numa condigdo p(x) , se substitui a varidvel x por um objeto a, a proposicao
gue dai resulta pode ser designada por p(a) .

Dada uma condigdo p(x) , podemos fixar o dominio ou universo da variavel (conjunto
dos objetos pelos quais a variavel pode ser substituida). Diz-se, entao, que a condigao
p(x) esta definida nesse dominio ou universo.

Exemplos:
* na condicao «O minimo multiplo comum dos numeros x e 4 é 36.», um dominio
possivel para a variavel x € o conjunto IN;

* na condi¢do « x ¢ a capital de Portugal.», um dominio possivel para a varidvel x é
o conjunto das cidades europeias.

0 dominio de uma variavel esta muitas vezes implicito.

Exemplos:

° na condi¢do « x é um ndmero impar.» é natural considerar
que x tem dominio IN;

* na condi¢do « x ¢é um inseto.», é natural considerar que x
tem por dominio o conjunto dos seres vivos.

31. Das seguintes expressoes, indica as que s3o condi¢oes (em cada caso estd indicado o do-
minio D da varidvel x ).

A. «O rio x desagua na Figueira da Foz.» ( D € o conjunto dos rios que nascem em

Portugal)
B. 2x+1+#8 (D =R)
C. x+x%+x° (D =R)
D. 2 €10, x] (D =IRY)
E. «O minimo multiplo comum dos nimeros x e 6.» (D =1IN)

13
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32. Seja p(x) a seguinte condi¢io, definidaem R: x|x - 8| =x + 10

Indica o valor légico de cada uma das seguintes proposicoes.

a) p(5) A ~p(-1) b) p(=2)V p(8)

33. Para cada uma das condi¢des que a seguir se apresentam, todas definidas em IR, encontra
uma concretizagao da varidvel que a transforme numa proposi¢ao verdadeira e uma con-
cretizagao da varidvel que a transforme numa proposicio falsa.

a) 3x+1=7 b) x(4x +1)=0
¢) (x+2)*=25 d) (x-3)P°=-1
e) 3x-4>-5 f) x*(x+3)<0

Solucao de uma condigao

Seja p(x) uma condigao.

Se, ao substituirmos a varidvel x por um objeto a, pertencente ao dominio da variavel,
a proposicao p(a) for verdadeira, dizemos que a é solugao da condicao.

Também se diz que a verifica, ou satisfaz, a condigao.

Exemplos:
* 1 é uma solugao da condicio 2x + 3 < 7;
* 18 é uma solugao da condi¢ao «O minimo multiplo comum dos nimeros x €4 € 36.»;

e Lisboa € a solucdo da condi¢do « x € a capital de Portugal.»

34. Considera que as condicoes que a seguir se apresentam estdo definidas no universo {1, 2,3} .
Para cada condicio, indica a sua solu¢do ou as suas solugoes.
a) Sx-3=4x b) x° +2x = 3x2
¢) 3x2—4x>3 d) x2+|x-35| <11

35. Em cada uma das alineas seguintes, averigua se o objeto indicado é solu¢do da condi¢ao

apresentada.

a) Rio Lima « x passa por Ponte da Barca.»

b) Baleia « x respira por guelras.»

c) 60 «Uma hora tem x segundos.»

d) Ano-luz « x € uma unidade de tempo.»

e) Bartolomeu Dias « x dobrou o cabo da Boa Esperanga.»

f) 4 «Uma pirdmide quadrangular tem x faces.»

36. Seja p(x) uma condi¢do definida num universo U . Sejam a e b elementos de U.
Sabe-se que a é uma solucdo de p(x).

Indica, justificando, qual o valor logico da proposicio p(b) = p(a) .

14



Operacoes logicas sobre condigdes

A utilizacao das operagoes logicas (~, A, V, = e &) permite construir novas con-
dicGes a partir de condigoes mais simples.

Exemplo:

A partir das condigdes x =4, x >4 e x <9 podemos construir novas condicdes, tais

como:

o ~(x=4) (que também se pode escrever na forma x # 4)

o x>4Ax<9 (que também se pode escrever na forma 4 <x <9)
o x=4Vx>4 (que também se pode escrever na forma x >4 )

° x<9=>x>4
e x>4ox<9

G

Dizemos que:
* acondigio ~(x =4) é a negagio, ou contraria, da condi¢ao x =4 ;
* acondigio x >4 A x <9 éa conjungao das condicoes x >4 e x<9;

* acondigio x =4 V x >4 é a disjunc¢ao das condi¢oes x =4 e x >4 .

No caso de a condigcao p(x) = g(x) se converter numa proposicao verdadeira, para
qualquer concretizagao da variavel, é habitual dizer-se que p(x) implica g(x) e, quando
se escreve p(x) = g(x) é, em geral, com esse significado. Note-se que, ao escrevermos
p(x) = g(x) com tal significado, estamos a enunciar uma proposigao.

De igual modo, no caso de a condigao p(x) < g(x) se converter numa proposi¢ao verda-
deira, para qualquer concretizagao da variavel, diz-se que p(x) e g(x) sao equivalentes
e escreve-se, frequentemente, p(x) < g(x) com esse significado. Note-se que, ao escre-
vermos p(x) < g(x) com tal significado, estamos a enunciar uma proposicao.

Exemplos:

o é verdade que x> 10 = x> 9 (se um numero é maior do que 10, entdo é maior do
que 9);

o ¢éfalso que x*=25=x =135 (pois é verdade que (=5)*> =25, mas nio é verdade que
-5=5);

e éverdade que |x| =9 x=-9Vx=9;

o éfalso que x>2 & —x>-2 (por exemplo, 3 é maior do que 2, mas —3 nio é maior do
que -2).

As propriedades das operacoes logicas sobre proposigoes estendem-se as operagoes
sobre condicoes e a convencgao relativa a prioridade das operagdoes numa sequéncia de
operacgoes ldgicas mantém-se.

15
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

e a Teoria dos Conjuntos

3-5x g,

Considera, em R, a condicdo p(x):
Indica qual das seguintes condicdes é equivalente a condi¢ao ~p(x) :
o x>-1
e x>-1
o x<-1
e x<-1

Sejam p(n), g(n) e r(n) as seguintes condi¢des, definidas em IN :
p(n) :n é divisor de 12

q(n) : n € divisor de 20

7(n) : os nimeros 12 e 20 sdo maltiplos de 7

Escreve uma condi¢io equivalente a r(n) , recorrendo as condicbes p(n) e g(n) .

Considera, em R, a condi¢do p(x):-3<x<0.
a) Exprime p(x) recorrendo ao simbolo A .

b) Escreve uma condi¢do equivalente a ~p(x) , sem utilizar o simbolo ~ .

Considera, em IR, a condicao p(x): (x-3)(x+1)=0.
a) Escreve uma condi¢ao equivalente a p(x) sob a forma de disjun¢ao de duas condicoes.

b) Escreve uma condic¢do equivalente a ~p(x) , sem utilizar o simbolo ~ .

Considera, em IR, as condigdes:

plx):x?+x=2

glx):-3x <1

Determina uma solu¢ao para cada uma das seguintes condicoes.
a) p(x) b) q(x)

) ~plx) A q(x) d) p(x) A ~q(x)

e) ~p(x)V q(x) f) p(x)V ~q(x)

g ~[plx) A glx)] h) ~[p(x) V q(x)]

Traduz simbolicamente cada uma das seguintes condi¢des, definidas em IR .
a) «Os numeros x e —x sao ambos maiores do que —=5.»
b) «Pelo menos um dos nimeros seguintes, x e x + 1, ¢é iguala 10.»

3

c¢) «Nem x nem x° sio positivos.»

Traduz simbolicamente cada uma das seguintes proposicoes e indica o seu valor logico.
a) «Se um numero for negativo, entdo o seu quadrado é positivo.»

b) «O produto de um numero pelo seu mddulo é negativo se e s6 se 0 nimero for negativo.»
¢) «Se um namero € igual a 3, entdo é menor ou igual a 3.»

d) «Um numero € diferente de 6 se e s6 se o seu quadrado for diferente de 36.»



Quantificador existencial.

Condicoes possiveis e condi¢des impossiveis

0 simbolo 3 chama-se quantificador existencial e pode-se ler «existe», «existe
algum» ou «existe pelo menos um».

Exemplo:

A expressio 3x € IR : x> = 6 é-se: «Existe pelo menos um niimero real cujo quadrado é 6.»

Seja p(x) uma condigao definida num universo U.

Tem-se, entao, que 3x € U: p(x) é uma proposic¢ao, que é:

e verdadeira, se a condicao p(x) tiver pelo menos uma solugao;

¢ falsa, no caso contrario.

Nota: em vez de 3x € U: p(x) , pode-se escrever apenas 3x : p(x) se estiver implicito o
dominio da variavel.

Exemplo:

Admitindo que o dominio da variavel x é IR, tem-se:

* aproposi¢do Jx:x? =6 éverdadeira;

* a proposi¢io Jx : |x|=-1 é falsa.

Diz-se que:
e uma condigdo p(x) é possivel em U se for verdadeira a proposi¢ao Ix € U: p(x) ;

e uma condicao p(x) é impossivel em U se for falsa a proposicao 3x € U: p(x) .

Exemplo:
Admitindo que o dominio da variavel n é IN, tem-se:

* acondi¢ao « n ¢é divisor de 12.» é possivel;

2

* acondi¢do « #° é um nimero primo.» é impossivel.

44. Indica o valor légico de cada uma das seguintes proposigoes.
a) IxER:3x+1=5
b) IxER:x*=-4
) IxER:x%2<0
d IEMN:n>2 An*-1 éprimo

e) dn € IN:2n tem n divisores

45. Traduz simbolicamente cada uma das seguintes proposicdes e indica o seu valor logico.
a) «Existe pelo menos um nimero inteiro entre -5 e =3.»
b) «Existe pelo menos um nimero inteiro que € igual ao seu cubo.»
¢) «Existe pelo menos um nimero real que é menor do que o seu inverso.»

d) «Existem nameros naturais consecutivos cuja soma é par.»
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46.

47.

Para cada uma das seguintes condi¢des, definidas em IN , indica se ela é possivel ou se é
impossivel.
p(n): 10 <n <15 A asoma dos algarismos de 7> nio é um quadrado perfeito

(
g(n) : o nimero (n + 1)(n + 2) tem dois divisores

#(n) : 6n* — 1 ndo é um nimero primo

Para cada uma das seguintes condi¢des, definidas em IR , indica se ela é possivel ou se é
impossivel.

px):x?=(x—-1)(x+1)
q(x) : T+ x € um numero racional
rx):—x>x

s(x) : existe pelo menos um nuimero natural pertencente ao intervalo |x, x + 1|

Quantificador universal. Condi¢des universais

0 simbolo V chama-se quantificador universal e pode-se ler «qualquer que seja»,
«para todo» ou «para cada».
Exemplo:

A expressio Vx € R, x>0 lé-se: «Qualquer que seja o niimero real, o seu quadrado
¢ maior ou igual a zero.»

Seja p(x) uma condigao definida num universo U.

Tem-se, entdo, que Vx € U, p(x) é uma proposigao, que é:

e verdadeira, se qualquer objeto é solugao da condigdo p(x);

¢ falsa, no caso contrario.

Nota: em vez de Vx € U, p(x) , pode-se escrever apenas Vx, p(x) se estiver implicito o
dominio da variavel.

Exemplo:

Admitindo que o dominio da variavel x é IR, tem-se:

* a proposi¢io Vax,x> >0 ¢é verdadeira;

* a proposi¢ao Vx,x >0 é falsa.

Diz-se que:
e uma condigdo p(x) é universal em U se for verdadeira a proposigao Vx € U, p(x) ;

e uma condigdo p(x) nao é universal em U se for falsa a proposicao Vx € U, p(x) .

Exemplo:

Admitindo que o dominio da varidvel k& é Z ,tem-se:
C e Al 1 ., .
* acondi¢io 27* = SE universal;

* acondicio 2k = 6 ndo € universal.




48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

Indica o valor l6gico de cada uma das seguintes proposicoes.
a) Vn €N, 4n* —1 é multiplo de 3

b) Vi EN, (n + 1)> —n? é impar
n

c) Vne N, é um ntimero fracionario

n+
d VneER, (n-12=x*>-1
e) VnER,x € [-|x],|x[}

Para cada uma das seguintes condicdes, definidas em IN , indica se ela é ou ndo universal.
a) n(n+ 1) épar
b) n+2 e n+5 ndo sdo primos entre si
3n+1 _ 2n+1

C

4 7 3
d) «No conjunto {n,7n + 1,7 + 2} existe um unico elemento que é maltiplo de 3.»
2

e) n éimpar = n~ é impar

f) m.m.c. (n,n + 3) =n(n + 3)

Traduz simbolicamente cada uma das seguintes proposicoes e indica o seu valor logico.
a) «O produto de qualquer numero real pelo seu simétrico é um niimero negativo.»

b) «Todos os niimeros reais sio diferentes do seu dobro.»

¢) «A soma de quaisquer trés nimeros naturais consecutivos ¢ um numero multiplo de 3.»

d) «A média do maximo divisor comum e do minimo multiplo comum de dois nameros
naturais consecutivos nao é um numero natural.»

Classifica cada uma das seguintes condicdes (isto é, indica se é impossivel, possivel mas
nio universal ou universal). Em cada alinea esta indicado o dominio D da varidvel.

x*+ 1
——=0 D =R
2) xr+2 ( )
b) x+|x|>0 (D = R)
¢) x<x’ (D =1R)
d) 7 +\/n éirracional (D =IN)
n* -1 o
e) ——— ¢ inteiro (D =1IN)
n+1

Considera o conjunto A = {-1, 0, 1} . Indica o valor ldgico de cada uma das seguintes

proposigoes.
a) IxEA:x?=2" by IrEA:3<1
) VxEA x -x=0 d) Vx EA,x+|x|=0

Seja a condicio 0 < x?> < 1.Indica, na forma de intervalo de nimeros reais, um conjunto
em que a condi¢io seja:

a) impossivel; b) possivel mas nao universal;

¢) universal.

Seja D ={1,2, 3,4, 5} .Indica o valor légico de cada uma das seguintes proposigdes.
a) Vx €D, m.d.c. (x,30)=x b) Vx €D, 6x—-1 é primo
c) IxED: n+x>9 d) IxeED: x*-4x=0
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55. Sejam a e b numeros reais positivos tais que é verdadeira a proposi¢ao
Vx € {a,b}, 3x>-10x+a=0.

Determina o valorde a e b.

56. Seja p(x) uma condic¢ao definida num universo U .

Mostra que é verdadeira a proposi¢io (Vx € U, p(x)) = (Ix € U: p(x)) .

Segundas leis de De Morgan

Dada uma condigdo p(x) e um conjunto A, tem-se:
e ~[VxEA p(x)]=3IAxeE A: ~p(x)
e ~[Ax € A:p(x)] © Vx € A, ~p(x)

Exemplos:
* Designado por I o conjunto dos numeros impares, tem-se:
~(Vx € I, x é primo) & Ix € [ : x ndo é primo
Portanto, a negagao da proposi¢cao «Qualquer niimero impar € primo.» é «Existe pelo
menos um numero impar que nao € primo.»

* Desigando por P o conjunto dos portugueses, tem-se:
~(dx € P: x tem 100 anos de idade) & Vx € P, x nio tem 100 anos de idade

Portanto, a negag¢do da proposicdo «Existe pelo menos um portugués com cem anos
de idade.» é «Nenhum portugués tem cem anos de idade.»

57. Seja p aproposigio Ix€ER:x+2=0.
Qual das seguintes expressoes é equivalente a proposicao ~p ?
e dxER:x+2#0 °*e VxER,x+2=0 e VxER,x+2#0

58. Seja p a proposicio Vn € IN, 7> <5 .
Qual das seguintes expressoes é equivalente a proposicao ~p ?
e VneIN,n* >S5 e VneN,n?>5 e ImeN:n>S§ e IneEN:n2>5

59. Escreve, para cada alinea, a negag¢do da proposi¢ao que nela figura e indica o valor logico
da proposi¢ao que escreveres.

a) Vx ER,x+1<2x by IxEZ:3x+7=3
¢c) Vn €N, 6 + 3 éimpar d) meEN:VnEN

60. Para cada alinea, escreve, em linguagem corrente, a negacao da proposi¢ao que nela figura
e indica o valor logico da proposi¢ao que escreveres.

a) «Todos os seres humanos sabem nadar.»
b) «Existem numeros naturais que sio multiplos de 3.»
c) «Ha numeros inteiros entre 0 e 1.»

d) «Todos os nimeros reais sio racionais.»
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Conceito de contraexemplo
Dada uma condicao p(x) e um conjunto A, dizemos que um elemento a, pertencente
a A, é um contraexemplo para a proposi¢ao Vx € A, p(x) se for falsa a proposigao p(a).

Exemplo:

Um contraexemplo para a proposi¢io «Todos os planetas tém satélites naturais.» é o
planeta Vénus.

61. Mostra que as seguintes afirmacoes sao falsas apresentando um contraexemplo.
a) «O moddulo de qualquer nimero real é maior do que zero.»
b) Vx € R, 3x < 5x
¢) «Todos os niimeros impares entre 1 e 19 que nio sao quadrados perfeitos sio primos.»
d) Vx €R, (x + 1)* > x*

Definicdo de um conjunto em extensao

Dados objetos ay, a,, ..., ax (k €IN), pode representar-se por {aj, as, ..., ax} oconjunto A
cujos elementos sao exatamente os objetos a, ay, ..., a; .

Designa-se a igualdade A ={ay, a,, ..., a,} por definicio em extensao do conjunto A.

Definicao de um conjunto em compreensao

Seja p(x) uma condigao definida num universo U.

Chama-se conjunto definido por p(x) em U, ou conjunto-solugao de p(x) em U o con-
junto dos elementos de U que sao solugdes da condigao p(x) .

Designando por A o conjunto-solugdo de p(x) em U, pode escrever-se A={x € U: p(x)}
ou, mais simplesmente, A ={x:p(x)}. Qualquer destas igualdades diz-se definicao em
compreensao do conjunto A pela condicao p(x) em U.

Seja B um conjunto cujos elementos pertencem a U. O conjunto {x € U: x € B A p(x)},
qgue também se pode representar por {x € B: p(x)}, designa-se por conjunto-solugao
de p(x) em B.

Exemplos:

* Seja A o conjunto cujos elementos siao -2 e 2.
Aigualdade A ={-2,2} designa-se por definicado em extensiao do conjunto A .
Por outro lado, tem-se que A é o conjunto-solucio da condicio |x|=2 em IR.Assim,a
igualdade A ={x € R:|x|=2} designa-se por definicio em compreensio do conjunto A .

* Seja C o conjunto cujos elementos sdo 2, 3, 5,7 e 11.
Aigualdade C=1{2,3,5,7,11} designa-se por defini¢ao em extensdao do conjunto C.
C é o conjunto-solu¢do da condi¢gio x <12 em P (conjunto dos numeros primos).
Escreve-se C={x € P: x <12}, definicio em compreensio do conjunto C.
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62.

63.

64.

Define em extensdo cada um dos seguintes conjuntos.
a) (xEZ:-2<x<1} b) (x ER:x>=16 V x(x + 3) =0}
¢) {n € N:n émultiplo de 4 A n <23}

Seja U ={2, 3,4, 5} . Define em extensdao cada um dos seguintes conjuntos.
a) {n € U:n édivisor de 12}

by € U:2n+1 ¢éprimo}

¢) (n € U:n’—-n émiltiplo de 6}

d) € U:n e n+5 sdo numeros primos entre si}

Define em compreensdo cada um dos seguintes conjuntos.
a) {-3,3} b) {7,14,21,28)
o {1,4,6,8,9,10,12,14,15, 16}

Igualdade de conjuntos. Relagcao de inclusao. Intersecao,
uniao e diferenca de conjuntos

Sejam A e B conjuntos cujos elementos pertencem a um universo U.
Tem-se A=B seesose VxEU, xEA=XEB.

Diz-se que A esta contido em B (escreve-se A C B) se e so se qualquer elemento de
A pertence tambéma B,ouseja, ACB seesdose Vxe U xeE A=x€EB.

Quando A C B também se diz que A é um subconjunto de B, ou que A é uma parte
de B.

Exemplo:

{1,3} C{1,2, 3}

Nota que todo o conjunto é subconjunto de si préprio (B C B) e que o conjunto vazio esta
contido em qualquer conjunto.

Chama-se intersecao de A e B (escreve-se A N B) ao conjunto dos elementos co-
munsa A ea B,ouseja, ANB={xeU:xe AAx€EB]}.

Chama-se uniao de A e B (escreve-se A U B) ao conjunto dos elementos que perten-
cem a pelo menos um dos conjuntos, ou seja, AUB={xEU:xE AV x € B}.
Chama-se diferenca entre A e B (escreve-se A\ B) ao conjunto dos elementos que per-
tencema A e nao pertencema B,ouseja, A\B={x€U:xEAAXEB}={xE A:x& B]}.

Exemplo:
Se A={1,2,3,4} e B={2,4, 6} entdo:
« ANB={2,4) « AUB={1,2,3,4,6) « A\B=1{1, 3}

No casoemque BC A, A\B designa-se por complementarde B em A.

0 complementar de A em U designa-se por complementar de A e representa-se por A.
Dizemos, entdo, que A e A sdo conjuntos complementares.

Exemplo:

Se o conjunto {1,2,3,4, 5,6} for tomado para universo e se A ={2,3} entdio A={1,4,5,6}.




65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72,

Considera o conjunto A ={-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7}. Qual dos conjuntos seguintes
€ subconjunto de A ?

¢ {2: 4: 73 16} ° {_3a 09 39 6} ° {_3a _la 1a 3) 8}

Qual dos seguintes intervalos de ndmeros reais é subconjunto de [-10, 50[ ?

e ]-10, 50] * [0, 50] ° [-12,10] e [-10,12]

Indica o resultado das seguintes intersecdes de conjuntos.

a) {1,2,3} N {2,4,6)} b) {1,5,9,13} N {3,5,7,9,13}
o {1,2,3,5,8,13} N {2, 5, 8} d) {1,2,4,8,16} N {-3,0,3,6,9}
e) 2,5,7)n1{2,5,7) f) {L4,9,NOQ

g [1,5]1N[3,7] hy 12,8 N [-3, 5]

i) |-3,6]N 16,9 N 11,51 N15,9]

ky NN Z ) NNz

Sejam A, B, C e D conjuntostaisque ACB e CCD.
Provaque ANCCBND.

Indica o resultado das seguintes unides de conjuntos.

a) {1,4,9,16} U {3,5,7)} b) {-2,0,2,4}U{1,2,3,4,5}
c) [2,6] U]4,9] d) ]1, 8] U {8}

e) [-2,7[U{3,7} f) 15,151 U [8,12]

g) NoU Z~ hy NUZ

Considera os conjuntos A ={1,2,3,5,8} e B=1{1,2,3,5,8,13,21}.

Indica um conjunto C com trés elementos tal que A U C=B.

Seja p(x) uma condi¢ao definida num universo U .

Sejam A, B e C subconjuntos de U tais que:

* acondi¢do p(x) é possivel mas ndo universal no conjunto A ;
* acondi¢do p(x) é universal no conjunto B ;

* acondi¢do p(x) éimpossivel no conjunto C.

Indica qual das seguintes igualdades é necessariamente verdadeira e qual é necessaria-
mente falsa.

* AUB=B * ANB=B c ANC=0 * BNC=9

Indica o resultado das seguintes diferencgas de conjuntos.

a) (1,2,5,6,7,9)\(1,5,9) b) {1,3,5)\{1,3,5)

o (2,3,5,7,8,9,10,11}\ (8,9, 10, 11, 12} 4 {1,6,11,16)\{2,4, 8
) 13,4,5,61\(1,2,3,4,5,6,7) f) {1,4,5,9\0

g [4,9]\[6,9] h) 10, 10]\[S, 15]

i) 10, +oo[ \ [=3, 18] i) ]-, 4]\ {4, 5, 6)
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73.

74,

75.

Considera o conjunto A ={1,2,4, 8, 16} .

Relativamente ao conjunto A , indica o complementar do conjunto {2, 8,16} .

Considera o conjunto P =[2,12].

Relativamente ao conjunto P, indica o complementar de cada um dos seguintes conjuntos.

a) A=[2,10] b) B=15,12] g C=12,12]

Considera, no universo IR, os conjuntos A =[-3,8[, B=]3,+»[ e C=[-1,12].
Determina, na forma de um intervalo ou unido de intervalos, cada um dos seguintes conjuntos.
a) ANB by BNC c) ANC

d AUB e) AUC f) A

g) B hy B\A i) B\C

Operacoes sobre condicoes e sua traducdo em termos de
conjuntos

Tem-se:

¢ A condicGes contrarias correspondem conjuntos complementares.
e A conjuncgao de condigdes corresponde a intersegcao de conjuntos.
e A disjuncgdo de condigdes corresponde a unido de conjuntos.

e A equivaléncia de condigoes corresponde a igualdade de conjuntos.
e A implicagao de condigdes corresponde a inclusao de conjuntos.

As propriedades da negagao, da conjungao e da disjungao de proposicoes estendem-se
as condigoes.

Na tabela seguinte sao apresentadas estas propriedades, bem como a sua tradugao em
termos de conjuntos. As equivaléncias apresentadas na coluna do meio sao universais.

Propriedades Condicoes Conjuntos
Dupla negagéo ~[~p(x)] = p(x) P=P
R p(x) A p(x) < p(x) PNnP=P
Idempoténcias
p(x) V p(x) < p(x) PUP=P
. pix) A glx) < g(x) A p(x) PN@=QnP
Comutativas
px) V q(x) < q(x) V p(x) PUQ=QUP
- [p(x) A gl A r(x) & plx) A [g(x) A rix)] (PNQINR=PN(QNR)
Associativas
[p(x) V g(x)] V r(x) & p(x) V [g(x) V r(x)] (PUQUR=PU(QUR)
o px) A lax) V rix)] & [p(x) A gx)] V [p(x) A r(x)] PN(QUR=(PNQU(MPNR)
Distributivas
px) V [a(x) A r(x)] < [p(x) V aX)] A [p(x) V r(x)] PU@NR=(PUQN(PUR)

o
ol

Leis de De Morgan ~[p(x) A gix¥)] & ~plx) V ~q(x) naQ=

~[p(x) V a(x)] & ~px) A ~g(x)

ol ol

U
N

o
ol

uaQ

continua p
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Tem-se também:
1.

A conjungao de uma condigao qualquer com uma condigao universal é equivalente
a primeira.

. A conjungao de uma condigao qualquer com uma condi¢ao impossivel é uma condi-

¢ao impossivel.

. A disjungao de uma condigao qualquer com uma condicao universal é uma condigao

universal.

. A disjuncao de uma condigao qualquer com uma condicao impossivel é equivalente

a primeira.

5. A conjungao de uma condigdo com a sua negagao € uma condigao impossivel.

6. A disjuncao de uma condigdao com a sua negagao é uma condigao universal.

Em termos de conjuntos, estas propriedades traduzem-se da seguinte forma:

1. ANU=A
2. AN0C=0
3. AUU=U
4. AUB=A
5. ANA=0
6. AUA=U

Tem-se ainda:
1.

[Vx, p(x) & q(x)] & [Vx, (p(x) = q(x)) A (g(x) = p(x))]

Esta propriedade permite provar que duas condigoes sao equivalentes provando que
a primeira implica a segunda e que a segunda implica a primeira. A uma tal prova
da-se o nome de demonstracao por dupla implicacao.

. Em termos de conjuntos, tem-se: P=0Q & P C Q A Q C P (principio da dupla

inclusao).

- ~[Vx, p(x) = q(x)] & [Ax: p(x) A ~q(x)]

Esta propriedade permite concluir que uma condigao nao implica outra se e s6 se
existir um objeto que verifica a primeira e nao verifica a segunda.

- [Vx, p(x) = g(x)] & [Vx, ~q(x) = ~p(x)]

Esta propriedade permite provar que uma condigao implica outra, provando que a
negacao da segunda implica a negagao da primeira. A uma tal prova da-se o nome
de demonstracao por contrarreciproco.

. Existe um método de demonstragcao que tem alguma semelhanga com a prova

por contrarreciproco, que tem o nome de demonstracao por reducao ao absurdo.
Este método baseia-se no seguinte: admite-se que a afirmagao que se pretende
demonstrar é falsa e chega-se a um absurdo. Conclui-se, entao, que a afirmagao que
se pretende demonstrar é verdadeira.
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alLégica Bival

76.

77.

78.

79.

80.

8l.

e a Teoria dos Conjuntos

Considera, definidas em IR, as seguintes condigoes:
plx):3x+1<S5x-7

gx):x*+4>0

r(x) : x| <0

a) Indica o conjunto-solu¢do de cada uma das seguintes condicdes.

) p(x) az) q(x) ag) 7(x)
a,) plx) A r(x) a;) p(x) A q(x) ag) p(x) V r(x)
a;) p(x) V q(x) ag) ~p(x) ag) p(x) A ~r(x)

b) Classifica cada uma das seguintes condigdes (isto é, indica se é impossivel, possivel ndo
universal ou universal).

by) p(x) b) g(x) bs) 7(x)
by) p(x) A r(x) bs) p(x) A g(x) be) g(x) V r(x)
b)) q(x) A ~7(x)

Considera, definidas em IR, as seguintes condi¢des:

p(x): (x| 1) = x-6) = 0

qg(x): (x + 1)* > 2x

rx):x?>=2x+2=0

s(x): (x=2)19=1

Determina o conjunto-solu¢do de cada uma das seguintes condicdes.

a) p(x) A q(x) b) p(x) V r(x) c) plx) A ~s(x)

Sejam p(x) e g(x) duas condicdes definidas num universo U . Seja P o conjunto-solug¢ao
da condi¢ao p(x) eseja Q o conjunto-solucao da condi¢ao g(x) .

Sejam a e b elementos pertencentes a U tais que sao verdadeiras as seguintes proposi¢oes:
* ~pla) = qla)

* ~[~q(b) = p(b)]

Justifica que sdo verdadeiras as seguintes proposicoes.

a) aEPUO b) bEPUO

Num certo plano, considera trés retas, 7, s e t,tais que as retas 7 e s sdo estritamente
paralelas.

Prova, utilizando o método de demonstra¢do por contrarreciproco, que: se a reta ¢ inter-
seta a reta r,entdo a reta ¢ interseta a reta s .

Considera uma circunferéncia com centro num ponto O . Sejam A e B dois pontos
da circunferéncia tais que [AB] ndo é um diametro. Seja C o ponto de interse¢ao das
tangentes a circunferéncia nos pontos A e B.

Prova que o quadrilatero [OACB] é um losango se e so se o angulo AOB ¢ reto.

Prova que a soma de um niamero racional com um niamero irracional ¢ um nimero irra-
cional.
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1. Radicais e poténcias
de expoente racional

Monotonia da potenciacao

Sejam a e b numeros reais e seja n um numero natural.

Exemplos:

Se n éimpar,tem-se: a<b=a"<b"

Se n é par, tem-se: 0<a<b=0<gdad"<b"
a<bg<0=ad">b">0

como -3 <-2 tem-se (-3)° < (-2)°;
como -7 <2 tem-se (-7)°<2’;

como 4<35 tem-se 4°<5%;

como 0<4<5 tem-se 4% <58;

como -3<-2<0 tem-se (-3)%>(-2)%.

Indica o valor légico de cada uma das seguintes proposi¢des.

a) (-10)%>(-3)3
o (3=

¢) 8> (n-1)%

. Para cada uma das seguintes proposi¢des, indica o seu valor logico.

a) VxER,x<1=x3<1
by Vx ER,x<-3=x><9

Para cada uma das seguintes proposi¢oes, indica o seu valor logico. Se considerares
que a proposicdo é verdadeira, explica porqué; se considerares que é falsa, indica um
contraexemplo.

a) Vn €N, (=3)>"- 1< (=2)>-1
b) Vn €N, (-3)" < (-2)"
¢) Vn €N, (=3)">(<=2)"
d) Vn €N, (=3)¥ > (-2)*

e) Vx € |-, -2[, x3 < (-2)13
f) Vx € |-, -2[, x%>28
g) Vx € -0, 2[, (x +1)° < (=3)°

Seja a um numero real pertencente ao intervalo 0, 1] e seja # um numero natural.

Justifica que a” < 1.



Definiciio de Va (raizindice n de a),com nEIN e n>2

e Seja a um numero real e seja n um numero impar (n > 3).
n - ”
Va é o nimero real b tal que b"=a.

e Seja a um numero real ndo negativo e seja n um nimero par.
n—o, . ~ .
Va é o nimero real ndo negativo b talque b"=a.

Notas:
° \“/E nao tem significado para n pare a<0;

e quando o indice é 2, este pode ser omitido (escreve-se \/E com o significado de \2/5 )
Exemplos:

° \3/§=2 pois 23-=8

e V81=3 pois 3>0 e 3*=81
* V25=5 pois 50 e 52=25
e V0=0 pois 0°=0

V=8 = -2 pois (-2)° = -8
m nao tem significado
V=25 nio tem significado
V0 =0 pois 0°=0

5. Determina o valor de:
a) V1-V=1+V0 b) V49 -V-27-V16
) V=125 + /81 V=32 - V64

5
6. Seja a= V/4 . Determina o valor de % .

7. Resolve as seguintes equagoes.
a) x°=10 b) x3+6=4
) Sx”-7=8 d) 3x*+5=29

Propriedades dos radicais

No que se segue:
e m e n designam nimeros naturais maiores do que 1;
e k desigha um nimero inteiro;

e a e b designam nimero reais (nao negativos, se m ou n forem nimeros pares).
Tem-se:

1. (\"/E)” =a

2. VaxVb=Vaxb

Va \"F
3. Y89 pxo
Vb b( )

continua p
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) continuagio

4. (Va)*=Vd" (a+0 se k<0)
5. Wa=""Ya
6. Var=""/ar>m

Tem-se, para qualquer nimero natural n maior do que 1 e para quaisquer numeros
reais a e b (com b>0 se n é par):

1. Va"=a (se n é impar) Va" = la| (se n é par)

2. Va'b=aV/b (se n é impar) Va"b = |a|% (se n é par)

8. Determina o valor de ( Y 5>4 - (%)9 .

9. Determina o valor de:

a) V2x\8 b) V6 x\24
c) \S/EX\5/16 d) \3/£x\3/71

4
&) 5V2 x3V32 f (V5 xV3)

10. Determina o valor de:

a) \/372\6 b) M\/g
o V24:V3 4 V/320:V10
o) (10V48):(5V/3) 6 (V1595

11. Determina o valor de:
8 (V2) x V4 b V200:(V2)
5
o |Vsa: (V2]

12. Passa os fatores que estao fora do radical para dentro do radical.

a) 2\35 b) 3%
0 5V2 d) aV3 (a>0)
e) abz%
13. Passa os fatores possiveis para fora do radical.
) V7 x3 b Vi2
0 V18 d) V150
o V24 n V8
g V128 b V54ab*
i) V2742 p V32t
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Simplifica o mais possivel as expressdes seguintes.

a) 2V3-7V3 +10V3 b) —5Vx + 11Vx + 6Vx — 7Vx
e SV2-V84+2V324+3V18 d) 6V3-2V27+3V12
¢) 3aVa +a\/8a—4Va* f) 36\2a%b - a\/50ab® + ab\/72ab (a>0 ¢ b>0)

Simplifica o mais possivel as expressoes seguintes.

3 6 12 4 6
a) \/\8@+V\45+ V\fS b) V%xm
9 V2vs

Escreve como um radical de indice 12 os radicais seguintes.

) V3 b V2

9 V5 a V10

o Va

Escreve como um radical de indice 3 os radicais seguintes.
2 V32 b V25

o V3 d Va’

o V2V2

Reduz ao mesmo indice os seguintes radicais (ou seja, escreve dois radicais equivalentes aos
dados que tenham o mesmo indice).

a) VS e V2 B V3 e S
o V4 e 3 Q) V3e V2

Simplifica o mais possivel as expressdes seguintes.
a) \36 x V3¢ \6/ﬁ

b) \3/% X \/%

y (Jap:[Vax 2

Q) (5+3V6)[4-6)

o9 V7+3V5 x\V7-3\5

f (V3-1a2f

2 (4/3V2 + VV3 x V6 -2V3 x V2): V162
h) (\3/% + \7/497\35)3

(2)

. , . o . 3
Sejam a, b e ¢ nameros reais positivos tais que a = Veeb=Ve.

. a , . a ..
Verifica que — ¢é raiz quadrada de b e que — raiz cubica de a.

b b
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4

Racionaliza¢do de denominadores

a a a = Cc 0nA
Para racionalizar o denominador numa fragdo da forma — —, multiplica-se ambos os

termos por V/b"~ 1. aVb
Para racionalizar o denominador numa fragao da forma B , multiplica-se am-
bos os termos por a\/E - c\/:l . a\/E + c\/&

Exemplos:

4 4xV72 4V49  4V49  aV49

V7 sVTx V7 SV S5x7 35
Ve  VexVs V30 V30 V30
3Vs 3V5xVS 3V5E 3x5 15

. 10 1002V3 - 5V2) C102v3-5v2)  1002v3-5v2)

2V3+5V2 V3+SV2IV3-5vV2)  (VAP-(5V2F  4x3-25x2
_102v3-5v2) _100-2v3+5v2) _5(5v2-2V3) _25V2-10V3

-38 38 19 19

. 6V7 __6VAVS+2) _6VTVS+2) 6VAVS+2) e,
Vs-2 (Vs-2[Vs+2)  (V5P-22 54 SOV eI

21. Racionaliza o denominador de cada uma das fracdes seguintes e simplifica o mais possivel
a expressao obtida.

5 b
Ve 27

c) ﬁ d) 15
Vs ¥

e) o f) 2
V10 +2 Vs-1

g V3rl Pp———
V3-1 V3 +Vs

, 12 _ 10

P Vii-vs METEEE

22. Simplifica o mais possivel as expressoes seguintes.

1+V3 5 V3 b) 1+V2 B V2
2-V3 1+V3 V2-1 V3-2
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Poténcias de expoente racional

Seja a um numero real positivo e seja g=—, onde m é um numero inteiroe n é um
n

nimero natural maior do que 1.
m

. n n
Define-se a” como sendo Va™.

Exemplos:

.8%2W2<%>tzz:4
= =l FUL V3 VB V27

° _35

As propriedades algébricas das poténcias mantém-se, ou seja, dados nimeros reais
positivos a e b e nimeros racionais p e g, tem-se:

P P P
e aPxgi=gP*9 e “_qzap-q e aPxbP=(axbpP o %z(%> o (@) =aPxd
a

Tem-se, ainda, para qualquer numero real positivo a e para qualquer niimero racional q:
a_q = i = (l)q
a? \a
Exemplo:
(i)‘3 R <i>3 _ 64
4 S S 125

4

23.

24,

25.

26.

27.

Escreve na forma de um radical cada uma das seguintes poténcias.

4 1 5 1 33
a) 37 b) 52 ¢ 2° d) 43 e) <5>
Indica o valor de cada uma das seguintes poténcias.
1
1 1 3 -5 1,5
o) 3 5 13 16
2s° 3 ¢ (3] (51)

a) 25 b) 8 c) d) 27 e) 31

Escreve na forma de poténcia de base 2 cada um dos seguintes radicais.
) V2 b) V4 9 V8 @ 9 =
32 47

Simplifica o mais possivel as expressoes. Apresenta o resultado na forma de um radical.
3

158

V27

1o 3 VI
a) 22 x 52 b) 6x6° g W3 x2° a (V3

NS

e)

Efetua as operagoes indicadas e apresenta o resultado na forma de poténcia.

1P
[(\/57)”] NP (@a€R*YnpEN)

in Exame Nacional
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28. Efetua as operacoes indicadas e apresenta o resultado na forma de radical.

3 1
\/"_2’2 x Va’b™! (@, b € RY)
b"'Va

in Exame Nacional

Resolucgao de problemas

29. Um triangulo retidngulo e isosceles tem area 8.

Determina o seu perimetro. Apresenta o resultado na forma a + b\Vc, com a, b e ¢ ni-
meros naturaise b > 2.

30. A area de um quadrado inscrito numa circunferéncia é 48.

Determina o comprimento da circunferéncia. Apresenta o resultado na forma a\/bm , com
a e b numeros naturaise a>2.

31. Seja E; aesfera inscrita num cubo e seja E, a esfera circunscrita a esse cubo. Sejam V; e
V, os volumes das esferas E; e E,, respetivamente.

. \% . .
a) Determina —2 . Apresenta o resultado na forma a\/g, com a e b ndmeros naturais
1
ea>1.

3
b) Admite que V, -V, = 13x . Prova que a aresta do cubo mede V9V3 + 3 .

32. Na figura ao lado esta representado um cubo truncado. Este

poliedro obtém-se a partir de um cubo ao qual sdo «corta-
dos» os vértices.
O cubo truncado tem faces triangulares e faces octogonais
e as suas arestas sao todas iguais. Cada face triangular é a
seccao produzida no cubo inicial por um plano que interseta
trés arestas que concorrem num mesmo vértice.

Considera que a aresta do cubo inicial mede 1.

a) Verifica que a aresta do cubo truncado mede V2 -1 .

: a
b) Determina o volume do cubo truncado. Apresenta o resultado na forma ———— com
a, b, ¢ e d nameros naturais. d

33

Se seccionarmos um cubo por planos definidos pelos pontos
médios das arestas que concorrem num mesmo vértice, ob-
temos um cuboctaedro.

a) Justifica que as arestas do cuboctaedro sdo todas iguais.

b) Determina a aresta do cubo inicial, sabendo que a area
da superficie do cuboctaedro é 18— 61/3 .

2) AULA DIGITAL

ALUNO
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Nocao de polinomio

Polindmio de grau n (n € INp) na variavel x é uma expressao do tipo:

agx"+a;x""1+..+a,_1x+a, emque ag, 0y, .., 0,_1,0,EIR e ag# 0

Tém-se as designacoes:
* os monémios agx”, a; X", .., a,_1x e a, designam-se por termos do polinémio;
e 0s numeros reais ag, a;, ..., d,_1 € a, designam-se por coeficientes do polindmio;

e g, diz-se termo independente ou termo de grau zero do polindmio.

Exemplos:

o 5x3+3x?—7x -9 éum polinémio de grau 3, cujos termos sdo Sx°, 3x*, -7x e -9,
cujos coeficientes sao 5, 3, -7 € -9 e cujo termo independente € —9;

e —x*+2x3 - 5x éum polinémio de grau 4, cujos termos sio —x*, 2x>, 0x?, -Sx e 0,
cujos coeficientes sao -1, 2, 0, -5 e 0 e cujo termo independente € 0;

e 8 éum polinémio de grau 0 (repare-se que 8 = 8x°) que tem apenas um termo (termo
independente) e apenas um coeficiente (8).

Designa-se por forma reduzida de um polindmio, o polindmio que se obtém do polino-
mio dado adicionando algebricamente os termos semelhantes e eliminando os termos
nulos. Se, por aplicagao deste processo, nao se obtiver qualquer termo, identifica-se a
forma reduzida com 0 e designa-se o polindémio por polindmio nulo.

Exemplos:
e a forma reduzida do polinémio 6x3 + 6x — 9x3 - 7x* —4x + 13x*> - Sx + 7 é
“3x3 +6x2-3x+ 7

e o polinémio —3x? + 2x + 7x*> —x + 3 —4x> —x — 3 ¢ o polinémio nulo (0).

Diz-se que dois polinémios nao nulos sao iguais se e sé se admitirem uma mesma for-
ma reduzida.

34. Para cada um dos polinémios seguintes, indica o grau, os termos e os coeficientes.
4 3 4 s 2 20
a) —\/3x* + 3x -3 b) o+t -V22+ 10
c) 10

35. Simplifica as expressoes seguintes.

a) 2x° + S5x° b) 4y> - 7y?
4 7 7
0 3a*+ L a 200300
5 3 2
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36. Simplifica cada uma das seguintes expressdes, de modo a obteres um polinémio na forma
reduzida.

a) 2x3—3x4—%x2—3x4+6x3+1+%x2—7+x5

b) 2c°- %CS +0,1c* = 7¢5 - %64 . %Cs

37. Para cada um dos seguintes pares de polinémios, averigua se sdo iguais.
a) 203 —4dx + Sx*—1-2x*+2x - 3x* e 6x2—1+2x—x—4x?—x-2x?

b) 3x3 +2x2 —4x-2x3+5-3x2 e S—-6x7+2x°-3x-x>+7x*—-x

Operacgoes com polindmios

Recordemos, com exemplos, algumas operagdes com polindmios.

o 4 x (-3x%) = -12x°

253 x Sx? = 10x°

4x3) = 16x°

3x2—7x+ 1)+ (=523 =3x2 + 7x-9) =3x2 - Tx + 1 = 5x3 - 3x? + 7x = 9 = =5x> - 8
362 —7x+1)=(3x2-6)=3x>-T7x+1-3x>+6=-Tx+ 7

X =3x+2)x (2x-1)=2x>—x?—6x?> +3x +4x -2 =2x3 - 7x* + Tx =2

(
(
(
(

Propriedade: o grau do produto de dois polindmios € igual a soma dos graus dos fatores.

38. Efetua as operacoes indicadas, reduzindo os termos semelhantes.

a) 3x*+x-4)+(=x*-6x+5)

b) (Zx3 +3x% + % —%) + (—4x2 - %)
o (B0 raens 2] (e sen)

39. Efetua as multiplicagoes indicadas, reduzindo os termos semelhantes.
a) 2(3x-4) b) —-3x(2x*-5x-9)
¢) (Sy-7)(4y* + 6y -8)

40. Seja P(x) um polinémio de grau 4.

Seja Q(x) um polinémio de grau 3, tal que o termo de grau 3 tem coeficiente -2 € o termo
de grau 2 tem coeficiente —1.

Seja R(x) um polinémio de grau 3, tal que o termo de grau 3 tem coeficiente 2 e o termo
de grau 2 tem coeficiente 0.

Indica o grau de cada um dos seguintes polinémios.

* Plx) x O(x) * Plx) + O(x)
* Ox) - R(x) * P(x) x R(x) + Q(x)
* Ox) + R(x)
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Casos notaveis

Recordemos os casos notaveis da multiplicagao de polinémios:
e (a+b)(a+b)=(a+b)2=a?+2ab + b2

* (@a-b)(a-b)=(a-b)?=a’-2ab+b?

* (a+b)(a-b)=a’-b?

41. Para cada uma das expressoes indicadas, escreve uma equivalente que seja um polinémio
na forma reduzida.

a) (3 +5x) b) (% + 3)
2 2 312
o (59 o [V2+7)
e) (\/§ + 12x> f) (3x% + 2x)?
2
X
< 0 (5-1)
x3 2
D) (— - 4x> D (2 +5x)(2 - 5%)
2 2
) (x? = 8x)(x2 + 8x) y (% - \ﬁ)(\ﬁ + 5%)
42. Escreve na forma de quadrado de uma soma ou de uma diferenca:
a) x>+ 8x+16 b) 4x*+20x +25
) 49x? + 14x + 1 d) x>-20x + 100
e) 25x*-30x +9 f) xz—x+%

43. Escreve na forma de produto de uma soma pela respetiva diferenga:

a) x>-9 b) 25— x?

¢) 16 —49x? d) 9x2—%
4

9

4_ 1 f 'x___

e x -8 ) 4 T35

Divisao inteira de polindmios

Sejam A(x) e B(x) dois polinémios (com B(x) nao nulo).

Efetuar a divisao inteira de A(x) por B(x) é determinar um polindmio Q(x) e um
polindmio R(x) tais que A(x) = B(x) x Q(x) + R(x) , sendo R(x) o polindmio nulo ou um
polindmio de grau inferior ao grau de B(x) .

continua p

37




Tema2 | Algebra

) continuagio

Em esquema:
divisor

2
dividendo —> A(x) | B(x) A(x) = B(x) x Q(x) + R(x)
resto - R(x) Q(x) « quociente R(x) ou é o polinémio nulo ou tem

grau inferior ao grau de B(x) .

Se o resto for o polinémio nulo, diz-se que A(x) é divisivel por B(x) .
Tem-se:

e se o grau do divisor for superior ao do dividendo, o quociente é o polinémio nulo;

e se o grau do divisor nao for superior ao do dividendo, o grau do quociente é a diferenca
entre o grau do dividendo e o grau do divisor;

e se o dividendo tiver grau maior ou igual a 1 e o divisor tiver grau 1, o resto é um nu-
mero real.

Exemplifica-se a seguir o algoritmo da divisao inteira de dois polindmios.

Vamos efetuar a divisdo de 6x®—20x?-7x+8 por x>-3x-1.

1.° passo: colocar no quociente 0 monémio 6x> —20x2—Tx+8 | x2—3x—1
que multiplicado por x> di 6x°. 6x

2.° passo: multiplicar 6x por cada termo 6x° —20x2-7x+8 | x*-3x-1
do divisor, trocar o sinal ao produto e co- —6x3% + 18x? + 6x 6x

loca-lo por baixo do termo do mesmo grau

do dividendo.

3.° passo: adicionar o dividendo com o po- 6x>—20x2—7x+8 | x2—3x—1
linémio obtido no passo anterior. —6x3 + 18x2 + 6x 6x

2x2- x+8

4.° passo: acrescentar ao quociente 0 mo- 6x°—20x* —7x+8 |[x2—3x—1
némio que multiplicado por x? da —2x?. —6x> + 18x% + 6x 6x —2

2x?- x+8

5.° passo: multiplicar —2 por cada termo do 6x3 -20x>-7x +8 | x2-3x-1
divisor, trocar o sinal ao produto e coloca- —6x° + 18x? + 6x 6x—2
-lo por baixo do termo do mesmo grau do 2x*— x+8
polinémio obtido no 3.° passo. 2x% - 6x -2
6.° passo: adicionar o polindmio obtido no 6x>-20x*-7x +8 | x*=3x-1
passo anterior com o polindmio que se en- —6x> + 18x% + 6x 6x —2
contra por cima dele. 2x*- x+8
2x%— 6x -2
—7x + 6

Como -7x + 6 tem grau inferior ao divisor, a divisdo esta concluida.

O quociente ¢ 6x —2 eorestoé —7x + 6.
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44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Efetua, em cada uma das alineas seguintes, a divisdo inteira do polinémio A(x) pelo poli-
noémio B(x) , apresentando o quociente e o resto.

a) A(x)=x>+3x*-x-5 e B(x)=x?>+2x-3

b) A(x)=4x>+4x>-6 e B(x)=x-3

c) A 8x*—10x>+2 e B(x)=4x’+4x?-x-1
d A 2x3+3x2+x e B(x)=6x>+9x*>—18

e) Alx)=x*+4x-8 e B(x)=x>+9x

X

)
(x)
(x)
(x)
(x)

Sabe-se que, ao dividirmos um polinémio M(x) por um polinémio N(x) , se obtém quo-
ciente QO(x) e resto 2.

Qual é o quociente e o resto da divisao do polinémio M(x) pelo polindmio 2N(x) ?

Para cada uma das alineas seguintes, verifica que o polinémio A(x) € divisivel pelo poli-
némio B(x) e escreve A(x) na forma B(x) x O(x) .

a) A(x)=3x2-5x-2 e B(x)=3x+1

b) A(x)=—x>+3x2-4x+2 e B(x)=x*-2x+2

) Alx)=2x*-x’-4x-3 e Bx)=x*-x-1

a) Verifica que (x—-1)(x +2)(x -=3)=x>-2x*>-Sx + 6.

b) Se dividissemos o polinémio x° —2x? - Sx + 6 por x + 2, qual seria o quociente?
E qual seria o resto?

Seja A(x) um polinémio de grau 4. Sabe-se que, ao dividir A(x) por um polinémio B(x) ,
se obtém por quociente um polinémio de grau 3 e que o resto nao é o polinémio nulo.

Indica o grau de B(x) e o grau do resto.

Seja P(x) um polinémio de grau superior a 1.
Seja O(x) o quociente da divisdo inteira de P(x) por x—1.

Sabendo que P(2) = Q(2), prova que P(x) é divisivel por x -1 .

Seja P(x) um polinémio de grau maior ou igual a 2.
Seja R(x) o resto da divisao de P(x) por (x —2)(x—3).
Sabendo que P(2) =7 e que P(3) =35, determina R(x) .
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4

Regra de Ruffini

A regra de Ruffini € um algoritmo bastante pratico para efetuar a divisao de dois polino-
mios quando o divisor é do tipo x— a (a € R).

Exemplifica-se a seguir a regra de Ruffini.

Vamos efetuar a divisdo de 3x*-5x2>-x+8 por x-2.

1.° passo: construir um quadro como o
exemplificado ao lado; na primeira linha,
a direita do trago vertical, colocar os coefi-

cientes do dividendo, ordenados por ordem |
decrescente dos graus dos respetivos ter-

mos; na segunda linha, a esquerda do traco

vertical, colocar o valor de a .

2.° passo: copiar para a terceira linha o pri-
meiro coeficiente do dividendo. 2

3.° passo: multiplicar o numero que estd
a esquerda do trago vertical pelo nimero
que se acabou de colocar na terceira linha e

colocar o produto obtido na segunda linha.

4.° passo: adicionar o numero que se aca-
bou de colocar na segunda linha com o que ) 6
se encontra por cima dele e colocar a soma
obtida na terceira linha.

Vao-se repetindo os passos 3 e 4 até chegar 3 0 5 g
ao fim do quadro. 2 6 12 14 26

O quociente é 3x> + 6x* + 7x + 13 e o resto 3 6 7 13 34
€ 34.

Nota: se o divisor for, por exemplo, x+ 2 ,tem-se a=-2, pois x+2=x-(-2).

51. Utiliza a regra de Ruffini para, em cada uma das alineas seguintes, efetuares a divisao intei-
ra do polinémio A(x) pelo polinémio B(x) . Para cada caso, indica o quociente e o resto.

a) A(x)=2x>-5x>-5x+7 e Bx)=x-3
b) A(x)=-3x>+7x+4 e B(x)=x+1
c) Alx)=—-4x*+10x>+25 e B(x)=x+2
d) Ax)=x>+1 e Bx)=x-1
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Teorema do resto
O resto da divisdao de um polinémio P(x) por x—a éiguala P(a).

Exemplo:
O resto da divisdo de P(x)=—x>+3x*+5x—6 por x+3 é P(-3)=27+27-15-6=33.

52.

53.

Utiliza o teorema do resto para, em cada uma das alineas seguintes, determinar o resto da
divisdo inteira do polinémio A(x) pelo polinémio B(x) .

a) A(x)=—x>-10x+4 e B(x)=x-3

b) A(x)=x"-5x>-2x>+10x e B(x)=x+2

¢) Ax)=—4x" +8x = 5x*+3x+9 e Bx)=x-1

Para certos niimeros reais 4 e b, os restos da divisdo de x> + 3x> +ax + b por x -1 e
x—2 sdo 6 e 25, respetivamente. Determina a e b .

Raiz ou zero de um polinémio
Diz-se que um nimero real a é raiz ou zero de um polindmio P(x) se P(a)=0.

Exemplo:

2 é raiz ou zero do polinémio Sx* — 7x> — 8x +4 pois Sx23-7x22-8x2+4=0.

Propriedade: um nimero real a é raiz ou zero de um polindmio P(x) degrau n>1 se
e so se P(x) for divisivel por x—a, ou seja, se e so se existir um polinomio Q(x) de grau
n-1 talque P(x) =(x-a)Q(x).

Exemplo:

Como 2 é raiz do polinémio Sx? — 7x% — 8x + 4 , este polinémio é divisivel por x —2 ,
isto é, existe um polinémio Q(x) de grau 2 tal que Sx°—7x% - 8x + 4 = (x - 2)O(x) .

Propriedade: dado um polindmio de coeficientes inteiros, o seu termo independente é
multiplo inteiro de qualquer raiz inteira desse polindmio.

Exemplo:

O polinémio 2x3 — 11x% + 12x + 9 tem coeficientes inteiros; o seu termo independente, 9,
¢ multiplo de 3, que € a Gnica raiz inteira do polinémio.

54.
55.

56.

57.

Verifica que -3, 0 e 2 sio raizes do polinémio x° + x> — 6x .

Identifica quais dos elementos do conjunto {-2, -1, 1, 2, 3} sdo raizes do polinémio
x=3x*-x+3.

Verifica que —1 é uma raiz do polinémio 2x* - 3x — 5 e utiliza esse facto para escreveres
2x* - 3x -5 como produto de um polinémio do primeiro grau por um do terceiro grau.

Sabe-se que A(x) e B(x) sdo dois polinémios tais que A(x) = (x + §) x (x —2) x B(x) .

Indica duas raizes de A(x) .
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58. Sabe-se que o e B sdo duas raizes distintas de um polinémio P(x) . Seja O(x) o quo-
ciente da divisdo de P(x) por x —a..

Justifica que B € uma raiz de Q(x).

59. Seja P(x)=x>-2x*-9x + 18.

Determina as raizes de P(x) , sabendo que sdo numeros inteiros.

60. Seja P(x) um polinémio de coeficientes inteiros cujo termo independente é um nimero
natural inferior a 20. Sabe-se que 8 é uma raiz de P(x) .

Indica os possiveis valores do termo independente de P(x) .

Raiz de multiplicidade n de um polinémio

Diz-se que o nimero real a é uma raiz de multiplicidade n de um polinomio P(x)
se n for o maior nUmero natural para o qual existe um polinomio Q(x) tal que
P(x) = (x—a)"Q(x) .

Uma raiz de multiplicidade 1 diz-se raiz simples.

Exemplo:
Seja P(x) =2x - 11x% + 12x + 9 .
Tem-se P(3) =0, pelo que 3 é uma raiz de P(x) . Portanto, P(x) é divisivel por x -3 .
Facamos a divisao de P(x) por x -3 utilizando a regra de Ruffini.
2 -11 12 9
3 6 -15 -9

| 2 -5 -3 0

Tem-se, entdo, 2x° — 11x% + 12x + 9 = (x - 3)(2x% - Sx - 3) .

Tem-se também que 3 é raiz de 2x> - Sx — 3 , pelo que este polinémio também é divisivel

por x—3.
Fagamos a divisdo de 2x?> - Sx —3 por x — 3 utilizando a regra de Ruffini.
2 =5 -3
3 6 3

| 2 1 0

Tem-se, entdo, 2x>—Sx -3 =(x=3)2x + 1) .
Portanto, P(x) = (x —3)(2x> = S5x-3) = (x = 3)(x = 3)2x + 1) = (x = 3)*Qx + 1) .
Como 3 ndo é raiz de 2x + 1, concluimos que 3 é uma raiz de multiplicidade 2 (raiz

dupla) de P(x) .

61. Mostra que —3 é uma raiz simples do polinémio 4x3 + 12x* —x -3 .

62. Verifica que 1 é uma raiz do polinémio 2x*—-3x® - 3x? + 7x — 3 e determina a sua multi-
plicidade.



Fatorizacado de polindmios

Para decompor um polindomio em fatores, podemos colocar em evidéncia fatores co-
muns e utilizar os casos notaveis da multiplicagao de polinémios.

Exemplos:

o 4x3 - 7x% + 3x = x(4x® - 7x + 3)

x?—8x + 16 = (x — 4)?

-9 =x(x*=9) =x(x - 3)(x + 3)

2x% + 20x + 50 = 2(x? + 10x + 25) = 2(x + 5)?
x=2x?+3x-6=x2(x-2)+3(x-2) = (x = 2)(x* + 3)

Para decompor um polinémio em fatores, também podemos utilizar as suas raizes.

Dado um polinémio P(x) de grau n >1, cujas raizes (distintas) x;, .., X, tém respeti-

vamente multiplicidade n;, .., n., tem-se que:

* ny+..+n<n;

e existe um polindmio Q(x) sem raizes tal que P(x) = (x —x;)™ ... (x — Xx;)" Q(x) ;

® n;+..+n,=n seesomente se Q(x) tiver grau zero, ou seja, for um nimero real, o
qual é o coeficiente do termo de maior grau do polindmio P(x) .

Exemplo:

O polinémio x* + 4x3 — Sx? — 36x — 36 tem uma raiz dupla, -2, e duas raizes sim-
ples, -3 e 3. Portanto, x* + 4x> — S5x% — 36x - 36 = (x + 2)*(x + 3)(x - 3) .

63.

64.

65.

66.

Decompde em fatores cada um dos seguintes polinémios.

a) 70x% + 35x b) —4x” + 100x ¢) 100 - x?

d) x?+ 10x + 25 e) Ix?+6x+1 f) 2x°—4x? + 2x
g) x—x> h) x°—25x*

Decompde em fatores cada um dos seguintes polinomios.

a) x2+x-12 b) —5x*>-10x + 15 ¢) 2x>—5x+2

Decompde em fatores cada um dos seguintes polinémios.

a) A(x)=x>-6x2+11x-6 , sabendo que 1 é raiz de A(x) .

b) B(x)=x>-8x2+ 5x + 50 , sabendo que -2 é raiz de B(x) .
¢) C(x)=2x>-3x?+4x-12 , sabendo que 2 é raiz de C(x) .

d) D(x)=23x%+6x>-21x+12 ,sabendo que 1 é raiz de D(x).

Decompde em fatores cada um dos seguintes polinomios.

a) A(x)=x*-5x3 + 6x2 - 2x , sabendo que 1 é raiz de A(x) .
b) B(x) =

¢) Clx)=x*—4x>+3x> +4x -4 , sabendo que 2 é raiz dupla de C(x) .
d) D(x)=x*-10x*>+9

x*+x%-19x% + 11x + 30 , sabendo que —1 e 3 sdo raizes de B(x) .
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Exercicios globais

67.

68.

69.

70.

71.

72.

2

Para certos niimeros reais a e b, ax® + bx*> —7x + 6 ¢é divisivel por x> +x -6 .

Determina a e b .

Sejam aq, a,, a3 e ay numeros inteiros.

Considera o polinémio p(x) = x* + a1x> + a,x? + asx + a4

a) Se o polindmio p(x) tiver quatro raizes inteiras, justifica que o seu produto é igual a a4 .

b) Justifica que, se a4 for um nimero primo, entdo o polinémio p(x) nao pode ter qua-
tro raizes inteiras distintas.

Seja p(x) um polinémio de grau 7 (n>2). Sabe-se que a é uma raiz de multiplicidade 72 de
p(x),com m numero natural par. Seja g(x) o quociente da divisdo de p(x) por (x—a)”.

Determina, em fun¢do de a, duas raizes do polinémio p(x) - gq(x) .

Na figura ao lado estao representados:

A . D 10 C
e um retangulo de comprimento 10 e largura x
(0<x<5); x
e dois quartos de circulo de raio x e cujos centros sao A 5

os pontos A e B.

O perimetro da regido colorida é dado por um polinémio
p(x) .

Determina p(x) na forma reduzida.

Na figura ao lado estd representado um projeto de uma
escultura para o jardim de uma escola, constituida por
uma esfera colocada sobre um cubo. Pretende-se que a

escultura tenha uma altura total de 2 metros.

Seja x o raio da esfera, em metros (0 < x < 1). Mostra

que o volume total, em metros cubicos, da escultura é

dado por p(x) = 4n3;24x3 +24x? - 24x + 8.

Adaptado de Exame Nacional

Uma piramide quadrangular tem altura 8 e a aresta da base é 6V/2 .

Fez-se um corte por um plano paralelo a base, tendo a piramide ficado decomposta num
tronco de pirimide de altura x e numa nova pirimide.

a) Prova que o volume desta nova pirdmide é dado por p(x) = —%x3 +9x% - 72x + 192,

b) Sem efetuar calculos, justifica que o volume da pirdmide inicial é o termo independente

de p(x).






1. Geometria analitica no plano

Referencial ortonormado

Dado um plano munido de um referencial, diz-se que:
¢ oreferencial é ortogonal se os eixos forem perpendiculares;

¢ o referencial ¢ monomeétrico se tiver sido fixada a mesma unidade de comprimento
para os dois eixos;

e o referencial é ortonormado se for ortogonal e monométrico, sendo a unidade de
comprimento comum aos eixos coordenados coincidente com uma unidade de com-
primento pré-fixada.

Abrevia-se muitas vezes a designagao «ortonormado» escrevendo simplesmente «o.n.»

Dado um plano munido de um Os eixos do referencial divi-
referencial o.n. xOy e dados dem o plano em quatro re-
numeros reais a; e a,, de- gides, que se designam por
sigha-se por A(a;, a;) o ponto quadrantes.

de abcissa a; e ordenada a,.

Z'S -~

y y
abe z:\ 2.° Quadrante 1.° Quadrante
2 1
5‘ 5 o
(0] a, X
3.° Quadrante 4.° Quadrante
1. a) Na figura ao lado estio assinalados alguns pontos *
. E Y
num referencial o.n. xOy . Escreve as coordenadas °
desses pontos. o5
.F .C
b) Desenha um referencial o.n. xOy e assinala nesse re- AP
ferencial os pontos L(-3,0), M(-4,-5), N(-1,-1), G A
ol 1 x
00,0, P(-2,4], 00,-3), R(Z,1), 54,-2), A -
2 2 ]
T(1,0) e U(o, %) i
K

2. Considera, num referencial o.n. xOy , um retangulo de lados paralelos aos eixos do referen-
cial e perimetro 20. Um dos vértices do retangulo é o ponto A(2,1) .

Sabendo que o retangulo tem dois vértices no quarto quadrante e que um deles tem abcissa 9,
qual é a ordenada desse vértice?
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Distancia entre dois pontos

Dado um plano munido de um referencial ortonormado e dados dois pontos A(a;, a,) e

B(b;, b;) desse plano, designa-se por d(A, B) a medida da distancia entre os pontos
A e B.

Tem-se d(A, B) = V(b; - a1)? + (by — a,)2.

Exemplo:

A distancia entre A(4,-7) e B(-2,1) é

VIc2 =42 +[1 = (=7)P = VI-6)* + 82 = V/36 + 64 = V100 = 10

. Determina a distancia entre cada um dos seguintes pares de pontos, num referencial
o.n. xOy .

a) A(2,3) e B(7,15)
b) C(=2,1) e D(1,-3)

o E(% —1) e F(2,1)

. Na figura seguinte estd representado um retangulo, em referencial o.n. xOy .

Determina a 4rea do retangulo.

T
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5. Na figura ao lado esta representado, em referencial o.n. ¥t
xOy , um quadrilitero [ABCD] . ¢

Tem-se que as coordenadas dos quatro vértices sao:
e A(2,-1) e B(12,4)
e C(14,15) * D(4,10)
a) Mostra que este quadrildtero é um losango. B

b) Determina a drea do quadrilatero.

Ponto médio de um segmento de reta

Dado um plano munido de um referencial ortonormado e dados dois pontos A(a;, a,) e
B(by, b;) desse plano, seja M o ponto médio do segmento de reta [AB].

a,+b a,+b
Tem-se que as coordenadas do ponto M sao ( 1 2 2).

2 2
Exemplo:

Sendo A(4,-7) e B(-2,1), 0 ponto médio do segmento de reta [AB] tem coordenadas

(4 +2(—2) , —72+ 1 ) - (1,-3).

6. Cada um dos seguintes pares de pontos define, num referencial 0.n. xOy , um segmento
de reta.

Para cada caso, determina o ponto médio do segmento de reta.
a) A(2,3) e B(8,17)
b) C(-2,1) e D(0,-7)

o ) ¢ v

7. No teu caderno, desenha um referencial o.n. xOy .

Considera, nesse referencial, a circunferéncia de didmetro [AB], sendo A(-1,-3) e B(5,5).

a) Determina as coordenadas do centro da circunferéncia.

b) Determina o comprimento da circunferéncia.
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8. Sejam, num referencial o.n. xOy , dois pontos, A e B.

Sabe-se que:
® aabcissa de B éigual a ordenada de A
* aordenada de B ¢ igual ao triplo da abcissa de A ;

* o ponto médio do segmento de reta [AB] tem coordenadas (4, 9) .

Determina as coordenadas do ponto A .

Reta
Descrigao Representagdao geométrica Equacao

yAL

Reta paralela ao eixo Ox e que interseta o eixo Oy no ponto de _

ordenada b. y=b
O x

PN

y

Reta paralela ao eixo Oy e que interseta o eixo Ox no ponto de . 3

abcissa a. Ol a x x=a
.

Reta que é unido das bissetrizes dos quadrantes impares (habi- R 3

tualmente designada por bissetriz dos quadrantes impares). O x y=x

y
Reta que é unido das bissetrizes dos quadrantes pares (habitual- . 3
mente designada por bissetriz dos quadrantes pares). [e) x” y==x

y /

b
Reta de declive m e ordenada na origem b. y=mx+b

A equacgdo y=mx+b da-se o nome de equacgio reduzida de uma reta nio vertical.

b, —a,

0 declive de uma reta nao vertical que passa nos pontos A(a;, a;) e B(by, by) é b —a.
1- 01
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9. Na figura ao lado estdo representadas, num s
referencial o.n. xOy , seis retas paralelas aos ¢
eixos coordenados: & -
e trés retas horizontais: A 5 c b
r,set; T T T p
e trés retas verticais: t
c,dee. ol 1 2
a) Indica as coordenadas dos pontos A, B, C G !
e D dareta s e escreve uma equacdo que
defina areta s. H
b) Escreve uma equagio que defina a reta r e
uma equagao que defina a reta ¢.

¢) Representa no teu caderno, num referencial
o.n. xOy, as retas definidas pelas equagdes:

.y:_z
.y:l
2

d) Indica as coordenadas dos pontos E, F, G e H dareta ¢ e escreve uma equagao
que defina a reta c.

e) Escreve uma equacdo que defina a reta d e uma equacdo que defina a reta e.

f) Representa no teu caderno, num referencial o.n. xOy , as retas definidas pelas equagoes:

e x=-8 o x=—— o x=—

2 2

10. Para cada uma das seguintes retas, escreve a equacao reduzida.
a) Reta que tem declive 2 e passa no ponto A(0,-1) .
b) Reta que tem declive 3 e passa no ponto B(1,7) .
c) Reta que passa nos pontos C(1,-3) e D(-4,2).
d) Reta com ordenada na origem b =-1 e que passa no ponto E(4,0) .
e) Reta que passa na origem e no ponto F(%, —2) .
f) Bissetriz dos quadrantes impares.

g) Bissetriz dos quadrantes pares.

11. Considera, em referencial o.n. xOy ,areta r definida pela equagdo y=2x + 4.
a) Indica a ordenada do ponto de interse¢do da reta 7 com o eixo Oy .
b) Determina a abcissa do ponto de intersecdo da reta » com o eixo Ox .
¢) Tendo em conta as alineas anteriores, desenha, no teu caderno, a reta r .
d) Da observagdo do desenho:
d;) qual parece ser a ordenada do ponto da reta cuja abcissa € 3?
d,) qual parece ser a abcissa do ponto da reta cuja ordenada é -2?

e) Confirma analiticamente os valores observados nas alineas d;) e d,).
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13.

Considera, em referencial o.n. xOy :
® areta r definida pela equagio y=3x+1;
® areta s definida pela equagio y=-2x +11.

a) Determina as coordenadas de dois pontos da reta 7 (por exemplo: atribui dois valores
a x e determina os correspondentes valores de y ).

b) Determina as coordenadas de dois pontos da reta s .
¢) Tendo em conta as alineas anteriores, desenha, no teu caderno, as retas r e s.

d) Da observacdo do desenho, quais parecem ser as coordenadas do ponto de interse-
¢ao das duas retas?

e) Confirma analiticamente o resultado da alinea anterior.

Considera, em referencial o.n. xOy :
e areta r definida pela equacio y=1;

e areta s definida pela equagio x =7
® areta ¢ definida pela equacdo y = %x —% .

a) Desenha, no teu caderno, as retas r, s e t.

b) Determina analiticamente as coordenadas dos vértices do tridngulo limitado pelas
retas 7, s e f.

c¢) Determina a drea e o perimetro desse tridngulo.

Mediatriz de um segmento de reta

Dado um plano munido de um referencial ortonormado e dados dois pontos A(a;, a,) e
B(b,, b;) desse plano, seja r a mediatriz do segmento de reta [AB] (reta perpendi-
cular a esse segmento e que passa pelo seu ponto médio).

A mediatriz do segmento de reta [AB] é o lugar geométrico dos pontos P tais que
d(A, P)=d(B, P) .

Exemplos:
e Sejam A(-2,1) e B(6,1).
O segmento de reta [AB] ¢é paralelo ao eixo Ox , pelo que a mediatriz deste seg-

mento é paralela ao eixo Oy . Como o ponto médio do segmento de reta [AB] é
M(2, 1) , uma equaciao da mediatriz do segmento de reta [AB] é x=2.

continua p
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) continuagdo

e Sejam A(4,1) e B(4,-7).
O segmento de reta [AB] € paralelo ao eixo Oy , pelo que a mediatriz deste seg-
mento € paralela ao eixo Ox . Como o ponto médio do segmento de reta [AB] é
M(4, -3) , uma equagao da mediatriz do segmento de reta [AB] é y=-3.

e Sejam A(-2,1) e B(4,-7).

A mediatriz do segmento de reta [AB] é o conjunto de pontos P(x,y) tais que
d(A, P) = d(B, P) . Tem-se:

d(A,P)=d(B,P) s V(x +22+(y-1)*=V(x -4+ (y + 7} &
Sx+2P%+(y-1P=x-4?+(y+7)P’
ox?+dx+4+9"-2y+1=x2-8x+16+y’+14y+49 =
S4x+4-2y+1=-8x+16+14y+49 &
& 2y-14y=-8x-4x+65-5 <
12 60 3 15

—16 :—12 60 = —X - — = —x — —
S y x+ 60y 16x 16<:>y 4x 2

14. Para cada um dos pares de pontos A e B indicados, desenha, em referencial o.n. xOy ,
o segmento de reta [AB], constrdi a mediatriz desse segmento de reta e determina a sua
equacao reduzida.

a) A(-1,1) e B(-1,5) b) A(=2,1) e B(4,5) o) A(2,-3) e B(-6,7)

15. Considera, em referencial o.n. xOy , os pontos A(-2,-2), B(4,-2) e C(5,35).
a) Desenha o triangulo [ABC].

b) Determina, por meio de uma constru¢ao geométrica adequada, o circuncentro do
triangulo [ABC] (ponto de intersecao das mediatrizes dos lados).

¢) Confirma analiticamente o resultado obtido na alinea anterior.

Circunferéncia

Dados um plano munido de um referencial ortonorma- +~
do, um ponto C(c;, ;) desse plano e um nimero real
positivo r, a equagao

CZ ......

2 2_ .2
(x-c)*+(y-co)"=r

é uma equacao cartesiana da circunferéncia de cen- .
tro no ponto C eraio r. o) [ x

Designa-se esta equagdo por equacao reduzida da
circunferéncia.

continua p
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Circulo

Ainequacdo (x—c;)?+ (y— ;)2 < r? define o circulo de centro no ponto C eraio r.

Exemplos:

(x —=2)% + (y + 3)2> = 25 ¢é a equacio reduzida da circunferéncia de centro em C(2,-3)
e raio 5;

(x —1)% + y* =2 é a equacdo reduzida da circunferéncia de centro em C(1,0) e raio
V2;
x> +y? =9 éaequacio reduzida da circunferéncia de centro na origem do referencial
e raio 3;
tem-se:

x*+y*—6x+8y=11 x> -6x+y* + 8y =11

y x+8y=11x x+y +8y=11o
ox?-6x+9+y*+8y+16=11+9+ 16
S (x-3)2+(y+4)?=36

pelo que x% + y> — 6x + 8y = 11 ¢ uma equagdo da circunferéncia de centro em
C(3,-4) e raio 6;

x? + (y + 3)> < 16 define o circulo de centro em C(0,-3) e raio 4;
x? + (y + 3)> < 16 define o interior do circulo de centro em C(0, -3) e raio 4;
x? + (y + 3)> > 16 define o exterior do circulo de centro em C(0,-3) e raio 4.

16. Escreve a equacdo reduzida de cada uma das seguintes circunferéncias.

17.

18.

a) Centro no ponto C(-2, 1) e raio 3.
b) Centro no ponto C(0,-1) e raio 4.
¢) Centro no ponto C(3,0) e raio 2.

d) Centro na origem e raio 1.
e) Centro no ponto C (—%, —%) e raio V2.
f) Diametro [AB],sendo A(1,4) e B(7,6).

Indica o centro e o raio de cada uma das circunferéncias definidas pelas equagoes

seguintes.
a) (x—5)%+(y+4) =36 b) (x+1)*+(y-7)2=12
¢) x*?+(y+3)0?=1 d x>+y>=S§

No teu caderno, desenha um referencial o.n. xOy , tomando para unidade o lado de uma

quadricula.
Nesse referencial, desenha a circunferéncia de centro no ponto C(-2, 1) e raio 5.

Escreve uma equacao dessa circunferéncia e mostra que ela é equivalente a

X+ y?+4x-2y-20=0
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19. Determina o centro e o raio de cada uma das circunferéncias definidas pelas equacdes

seguintes.
a) x>+ —6x+4y-1=0
b) x*+y> =8y

20. Determina analiticamente os pontos de interse¢do da reta de equagdo y = 2x + 3 com a
circunferéncia de centro C(-4, 10) e raio V2.

21. Na figura ao lado esta representado o circulo de centro vt
em C(1,-2) eraio 3.
~ . A o 1
a) Escreve uma equacgdo da circunferéncia que limita ) ’_\ ‘
o circulo. ol 1 x|

b) Completa, de forma a obteres uma proposi¢ao ver-
dadeira:

«A distancia de qualquer ponto P do circulo ao
ponto C é sempre inferior ou igual a >

22. Define analiticamente cada uma das seguintes regides do plano.
a) Circulo de centro em C(3,-2) e raio 6.
b) Circulo de centro na origem e raio V2.
¢) Exterior do circulo de centro em C(-2, 5) e raio 4.

d) Interior do circulo de centro em C(2,0) e raio 3.

23. Determina a area da regido do plano definida pela condicio x? + (y - 5)*>< 7.

Elipse

Dados dois pontos F; e F, de um plano onde se fixou uma
unidade de comprimento, chama-se elipse ao lugar geométrico
dos pontos P desse plano tais que PF;+ PF, é constante, sendo
essa constante maior do que ﬁ .

Aos pontos F; e F, da-se o nome de focos.
A elipse tem dois eixos de simetria:

¢ areta que passa pelos focos F; e F;;

* amediatriz do segmento de reta [F;F,].

\

Ao ponto de intersegao dos eixos de simetria da-se o nome de v,
centro (0). F O

Aos pontos de intersec¢ao da elipse com os eixos de simetria da-se
o nome de vértices (V;,V,,V; e V,).

V3
\VZ
j
v,

continua p
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Ao segmento de reta [V;V,] , bem como ao seu comprimento
(2a), da-se o nome de eixo maior ( a € o semieixo maior).

=

N
%

Ao segmento de reta [V3V,] , bem como ao seu comprimento v,
(2b) , da-se o nome de eixo menor (b € o semieixo menor).

e
o
s>

A distancia entre os focos (2c) da-se o nome de distancia focal
(c é a semidistancia focal).

N

Definiu-se elipse como o lugar geométrico dos pontos P tais que
PF; + PF, é constante. Prova-se que essa constante é igual ao
eixo maior (PFl + PF, = 20).

Daqui resulta que a distancia de qualquer dos vértices que sao
extremos do eixo menor a cada foco é iguala a.

b

Do teorema de Pitagoras resulta que a?=b?+c?.

Considerando um referencial o.n., em que os eixos coordenados
contém os eixos de simetria da elipse, estando os focos no eixo

. = . - b
das abcissas, tem-se que uma equacgao da elipse é

L 4

DD R
¥ W

2 2
ES

a2 b?

Designa-se esta condigao por equacao reduzida da elipse.

Exemplo:

2 2

Na equacio —~— + 2 =1 tem-se a® =169 e b*=25.

169 25
Tem-se ¢ =a’>-b*=169—-25=144 .Portanto, a=13, b=5 e c=12.

Trata-se, assim, da elipse de centro na origem do referencial, com focos de coordenadas

(12,0) e (-12,0) e cujos eixos maior e menor medem respetivamente 26 e 10.

24. Para cada uma das elipses cujas equagdes reduzidas sio apresentadas a seguir, de-
termina o eixo maior, 0 eixo menor, a distancia focal, as coordenadas dos focos e as
coordenadas dos vértices.

2 2 2 2

a) 2+ =1 by >+ -1
25 16 100 36
2 2 2 2

o X+ -1 ) X -1
9 4 49 24
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25,

26.

27.

28.

29.

Determina a equacdo reduzida de cada uma das seguintes elipses.

a) Centro na origem, focos no eixo das abcissas, eixo maior igual a 6 e eixo menor igual a 4.

b) Vértices de coordenadas (3,0), (-3,0), (0,2) e (0,-2).

¢) Focos de coordenadas (12,0) e (-12,0) e um dos vértices é o ponto de coordenadas
(0,5).

d) Focos de coordenadas (5,0) e (=5,0) e um dos vértices é o ponto de coordenadas
(-7,0).

e) Focos de coordenadas (6,0) e (-6, 0) e que passa no ponto de coordenadas (6, 5) .

f) Focos de coordenadas (3,0) e (-3, 0) e inscrita num retangulo de perimetro 36.

g) Centro na origem, focos no eixo das abcissas, eixo maior igual ao dobro do eixo menor
e que passa no ponto de coordenadas (6, 4) .

Na figura seguinte estd representada uma elipse inscrita num retangulo e um losango cujos
vértices coincidem com os vértices da elipse.

S
N

O retangulo tem area 24 e o losango tem perimetro V208 .

Qual é a distancia entre os focos da elipse?

. . ~ 1
Considera, em referencial o.n. xOy , a reta de equagdo y=—x+ 3.
2
Esta reta passa por dois vértices de uma elipse de centro na origem do referencial e cujos
focos pertencem ao eixo das abcissas.

Determina a equacdo reduzida da elipse.

Considera, em referencial o.n. xOy , a elipse de equacio x> + 3y =6.
a) Determina a equagio reduzida da elipse.
b) Seja F o foco da elipse cuja abcissa é positiva. Determina as coordenadas do ponto F.

¢) Seja r areta de equagdo x =3 .Seja P um ponto qualquer da elipse. Seja d(P, r)
a distancia do ponto P areta r.Seja d(P, F) a distancia do ponto P ao foco F.

d(P,F) _ V6

Mostra que ——=2— =
d(P,r) 3

Considera um triangulo equilitro [ABC] de lado /. Os pontos A e B sao os focos de
uma elipse que passa por C.Seja D o ponto de intersecio da elipse com a semirreta AB .

3V3

Mostra que o triangulo [ACD] tem d4rea 5 2.



Semiplanos

Descrigao

Semiplano fechado a direita da reta de equagdo x=a.

Semiplano aberto a esquerda da reta de equagéo x=a.

Semiplano fechado superior a reta de equagdo y=»b.

Semiplano aberto inferior a reta de equagédo y=mx+b.

Representagao geométrica

A 4

©)
R
-

P

-
P

Inequagao

x<a

y<mx+b

30. Num referencial o.n. xOy do plano, representa o conjunto de pontos definido por

31.

cada uma das seguintes condicoes.

a) YS2AX<ANA (x—42+ (y-27<

9
b) 1<(x+2)7+(y-1)2<4V (-4<x<0A-2<y< 1)

Na figura seguinte estao representados, em referencial o.n. xOy , quatro semiplanos, uns
abertos e outros fechados. Os semiplanos estao coloridos.

Indica, para cada semiplano, uma condi¢iao que o defina.

a) yA N b) EyA N c) yA N d) [ yA N
1 i1 1 S
o) 1 xr :O 1 xr 1 xr O “1 4
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32. Escreve uma condi¢do que defina o dominio plano representado no referencial o.n. xOy
da figura seguinte.

—_

33. Na figura seguinte estd representada, num referencial o.n. xOy , a circunferéncia que tem
centro no ponto A(4,7) e que passa pelo ponto D(8, 10) .

yAL
C D
B A
F \
E
o) g

Sabe-se que:
e [CF] é a corda da circunferéncia contida no eixo Oy ;

* [CD] é uma corda da circunferéncia paralela ao eixo Ox ;

[
* [AE] é um raio da circunferéncia paralelo ao eixo Oy ;
[

ABCD] ¢é um trapézio retangulo.

a) Determina a area do trapézio [ABCD] .
b) Determina a equacao reduzida da mediatriz do segmento [AD].
¢) Mostra que o raio da circunferéncia € igual a 5.

d) Define, por uma condi¢io, a regido colorida, incluindo a fronteira.

2) AULA DIGITAL

ALUNO




2. Calculo vetorial no plano

Vetores
Segmentos orientados com a mesma diregao, o mesmo sentido e 0 mesmo comprimento
definem o mesmo vetor.

Segmentos orientados de extremos iguais (ou seja, ponto de aplicagao e ponto extremi-
-
dade coincidentes) definem o vetor nulo (0).

Dado um vetor v, designa-se por norma de v a medida do comprimento de qualquer
segmento orientado que o represente. A norma de V representa-se por [v].

A norma do vetor nulo é zero.

Vetores nao nulos com a mesma dire¢ao dizem-se colineares.

Vetores colineares e com a mesma norma, mas de sentidos contrarios, dizem-se simé-
tricos. O simétrico de V designa-se por -V .

Convenciona-se que:

e o vetor nulo é colinear com qualquer vetor;

e o vetor nulo é simétrico de si préprio.

34. Observa a figura seguinte e preenche a tabela.

‘—
c Mesma Mesmo Mesma .
Vetores L . Iguais?
= . diregao? sentido? norma?
a
b 5o _
—T aeb nao
— -
bec
N
dee
— -
¢ f cef
‘—.

a) Tomando para unidade de comprimento o lado de uma quadricula, indica |4 e [|]|.

b) Indica um par de vetores simétricos.

35. Na figura ao lado estd representado um trapézio D C
retangulo [ABCD].

Sabe-se que AD=CD =5 eque BC=4.

a) Utilizando as letras da figura, indica um par de vetores

colineares.
.
b) Determina |AC]|.
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4

Adicao de vetores

Para adicionar dois vetores, U e vV, podemos considerar trés pontos, A, B e C, tais
—= = o = 5 = — —>
que AB=u e BC=V ,tendo-seentdo u + v=AB + BC= AC.

Exemplo 1 Exemplo 2 Exemplo 3

\ > ~

=y
<y

=

]l
+

se pode obter asoma U + V através da «regra do

Se os vetores U e V nao forem colineares, também \:
v
paralelogramo», como se ilustra na figura ao lado.

Sy

Propriedades:

1. U+V =V +iU (propriedade comutativa)

- -

2. (+V)+w=u+(V+w) (propriedade associativa)

—

3. U+0=u (0 éelemento neutro)

1

—

4. U+ (-U) =0 (a soma de um vetor com o seu simétrico é o vetor nulo)

Dados vetores U e V, define-se 4 -V da seguinte forma: 4 -V =u + (-V)

36. Utilizando as letras da figura ao lado, indica os 4 B C D
resultados de cada uma das seguintes operacdes.
a) AB+BG b) LI + OG ¢) EE +KG . . o o
d) OP+LD e) EB + EJ f) LI + EF
g NK +GD hy ON +JL i) AB-GC I I, K, L
j LI -OK k) EF -KG )y OP-CD
M N, 0, P
37. Completa as seguintes frases.
a) «Quaisquer que sejam os pontos A, B e C,tem-se sempre: AB + BC = >
b) «Quaisquer que sejam os pontos A, B, C e D ,tem-se sempre: AB+BC +CD = >

. . =g —_—>
c) «Quaisquer que sejam os pontos A e B ,tem-se sempre: AB + BA = o




Produto de um vetor por um niimero real (escalar)

Dado um vetor V e um niimero real A, o produto de V por A representa-se por AV .

Tem-se:
- S
e se A=00ouv=0 entdo \AW=0;
g r

e se Lz0 e V20 entdo AV é o vetor que tem:

. ~ -

—amesma diregao de v ;
R

- 0 mesmo sentido de v, se A >0, e sentido contrarioaode v,se A<0;

-normaiguala [A| [v].

Exemplos:

o]
<!

/ 3
v

Propriedades (U e V vetorese A e p escalares):
1. My +V) =AU+ AV (propriedade distributiva)

2. A+ W)V =AV+uv (propriedade distributiva)

3. M) = Myv

4. 1v=Vv

Dado um vetor ¥ ndo nulo, um vetor vV é colinear com U se e sé se existe um niimero
= — . . L A
real A tal que v =Au . Caso exista, este nimero real é Unico.

38. Observa a figura seguinte e completa.

— —
a= b b = a
— —
a (2 R
b d
[ g - N
— 2 C = d d = c
- —
;o f= ¢ e=___f
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39. Utilizando as letras da figura, indica o resultado de cada uma das seguintes operacdes.

a)21@+6é b)lL‘f—lﬁ5 c)£ﬁ-l+[?(>; d)ﬁ)’_lL_(f
3 2 3 2
f.X B C D
E. F. G. H.
OI ]o Ko Lc
M N O P

40. Completa as seguintes frases:
a) «Quaisquer que sejam os pontos A e B, tem-se sempre: AB +2BA = >
b) «Quaisquer que sejam os pontos A, B e C,tem-se sempre:
4AB + 3BC + 3CA =

41. Seja [ABCD] um quadrilatero.

Sejam P, Q, R e S os pontos médios dos lados [AB], [BC], [CD] e [DA], respe-
tivamente.

Prova que o quadrilatero [PORS] é um paralelogramo.

—

Sugestdo: tendo em conta que PB + E@ = @ , prova que PO =
logo, prova que SR = %A‘C) .

. )
C e, de modo ana-

N | =

. — i . .
42. Sejam a4 e b dois vetores colineares.

- i - i . ~ .
Prova que os vetores a + b e 4 —b também sio colineares.

62



Coordenadas de um vetor

Dado um plano onde esta instalado um referenmal o.n. xOy sejam os pontos X(1,0) e
Y(0,1) e os vetores e; e e, tais que e; = OX e e;= OY

Dado um qualquer V do plano, existe um e um sé par ordenado de nimeros reais (v;, v5)
- — — . ~ -
tal que v =v;e; + v,e; . Diz-se que (v, v;) sao as coordenadas do vetor v .

Representa-se por V(v;, v,) o vetor de cooredenadas (v, v,) .
Dado um ponto A, o vetor cﬁ designa-se por vetor de posicao do ponto A.

As coordenadas do vetor 5)4 coincidem com as coordenadas do ponto A.

~
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Dados vetores u(u;, Uy) e V(vy, v,) e um nimero real A, tem-se:
e ascoordenadas de U+ V s30 (uy + Vi, Uy + Vy) ;
* as coordenadas de U -V sdo (u;—vy, Uy—V,);

e as coordenadas de AU sdo (Auj, Au);

e anormade U é Vu,?+u,?;

e i e V sdocolineares se e s6 se U; x V, = Uy x v; (OU Seja, Uy x Vo—Uy x V3 =0).

43. Na figura seguinte estao representados cinco vetores em referencial o.n. xOy .

Indica as coordenadas de cada um deles.
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44. Considera, num referencial o.n. xOy do plano, os vetores #(-2,3), v(7,4) e w(4,-6).

a) Determina as coordenadas dos seguintes vetores.

- = - - — — - 1-
a,) u+v a,) u-v a;) 2v - 3u a,) 3U+Ew
. — —
b) Determina a norma de # e anormade v .
. e — ~ .
¢) Averigua se os vetores # e v sio colineares.
— —

d) Averigua se os vetores # e w sio colineares.
. - - - ~ .
e) Determina o numero real k para o qual os vetores ¢ (k,-12) e v sdo colineares.

f) Determina as coordenadas do vetor de norma 4 que tem a mesma dire¢ao e sentido do

R
vetor u .
45. Na figura ao lado esta representado, num referen- st
cial o.n. xOy , um paralelogramo de vértices O , 9
P(4,-3), O(2,1) e R PN ;
Determina as coordenadas do vértice R . © *
R
P

Soma de um ponto com um vetor
Dado um ponto A e um vetor V,asomade A com V é o ponto B talque AB =V .

B
°

Desta definigao resulta imediatamente que A + AB =B.

Dados, em referencial 0.n. xOy, um ponto A(a;, @,) e um vetor V (v3, v,) , tem-se que as
coordenadas de A+V sdo (a; + vy, Gy + V) .

46. Utilizando as letras da figura ao lado, indica o 4 B c D
resultado de cada uma das seguintes operacdes.
a) A+ EG b) J]+LO E, | G, ",
¢) G +2FK d)I+%TD—]T/I
.I ]‘ K. L.
M. N. O. P.
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47. Considera, num referencial o.n. xOy do plano, os vetores #(3,-2), v(-6,7) e o ponto

P(1,5) .
Determina as coordenadas dos seguintes pontos.
a)P+u by P+20 +u

48. Considera, num referencial o.n. xOy do plano, a circunferéncia de didmetro [AB] tal que
o ponto A tem coordenadas (-3,-4) e o vetor AB tem coordenadas (4, 6) .

Determina a equagdo reduzida da circunferéncia.

Diferenca entre dois pontos

Define-se diferenca entre os pontos B e A como sendo o vetor AB e escreve-se

AB =B-A.
B

{ ]
A AB = B-A

Desta definicao resulta imediatamente que A + A_B> =B.

Dados um ponto A(a;, a;) e um ponto B(b,, by) , tem-se A_B) =B-A=(b;—-a;, by—ay).

49. Utilizando as letras da figura abaixo, indica o resultado de cada uma das seguintes ope-

racoes.
a) (B—A) + EG b)K+%(M—P) c)I+2(D—G)—%W
A B C D
E. F. G. H.
.I ]. K‘ L.
M N O P

50. Considera, em referencial o.n. xOy , a circunferéncia de centro C(-2, 3) e que passa no
ponto A(4,1).
Seja B o ponto desta circunferéncia tal que [AB] é um didmetro.

Determina as coordenadas do ponto B.
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51. Na figura ao lado esta representado, em referencial o.n. xOy , yt C
um paralelogramo [ABCD] . Tem-se que: D
* oponto A tem coordenadas (2,1);

* oponto B tem coordenadas (5,2); B

* oponto C tem coordenadas (7, 6) . A R
O x"

Determina as coordenadas do ponto D .

52. Considera, num referencial o.n. xOy , o triangulo [ABC] tal que o vértice A tem coor-
denadas (6,-2), o ponto médio de [AC] tem coordenadas (8, 1) e o vetor BC tem
coordenadas (10,-6) . Determina as coordenadas do ponto médio de [BC].

53. Considera, num referencial o.n. xOy , o trapézio [ABCD], de bases [AB] e [CD],em

que A(-1,-2), B(-2,2), C(k,8) e D(3,0),com k>0 .Determina o valor de k.

Vetor diretor de uma reta. Relacao com o declive da reta

Um vetor nao nulo que tenha a diregao de uma reta r designa-se por vetor diretor da
reta r.

Imediatamente se reconhece que, sendo A e B dois pontos distintos de uma reta, o
vetor A_é € um vetor diretor dessa reta.

Dado um vetor 7(v1, V) ,com v; # 0, eumareta r de declive m, tem-se que vV é vetor
. 2 1% . ,
diretor da reta r se e s6 se m=-2; em particular, o vetor de coordenadas (1, m) é
. Vv
vetor diretor dareta r. .

Daqui resulta que duas retas nao verticais sao paralelas se e s6 se tém o mesmo declive.

Qualquer vetor v (0, v,) ,com v, # 0, tem a direcdo de uma reta vertical (ou seja, para-
lela ao eixo das ordenadas).

54.

55.

56.

Considera, em referencial o.n. xOy ,areta AB tal que A(2,3) e B(0,8).
a) Determina as coordenadas de um vetor diretor da reta.
b) Tendo em conta o resultado da alinea anterior, determina o declive da reta.

¢) Escreve a equagio reduzida da reta.

Considera, em referencial o.n. xOy ,areta r de equagdo y=5x-3.
a) Indica as coordenadas de um vetor diretor da reta.

b) Para um certo nimero real k , o vetor (3, k) é um vetor diretor da reta. Qual é o
valor de k?

Considera, em referencial o.n. xOy , a reta que passa no ponto A(-2,—4) e tem a dire¢ao
do vetor v(5,2).

Determina as coordenadas dos pontos de interse¢ao desta reta com os eixos coordenados.



57.

58.

59.

60.

61.

Considera, em referencial o.n. xOy ,areta r de equacdo y=-2x +5.Seja s a reta que
passa no ponto A(-1,-7) e é paralelaareta r.

Determina a equagao reduzida da reta s.

Considera, em referencial o.n. xOy , a reta de equagao x =-1.

Indica as coordenadas de um vetor de norma 4 que tenha a dire¢do desta reta.

Num referencial o.n. xOy , indica as coordenadas de um vetor que tenha a direcao da
bissetriz dos quadrantes pares.

Considera, em referencial o.n. xOy ,a reta 7 que passa no ponto A(3,-1) e tem ordena-
da na origem igual a —7. Para um certo niimero real k , o vetor v(k —3,8) é vetor diretor
de uma reta s paralela a reta 7.

a) Determina o valor de k.

b) Determina a equagido reduzida da reta s, sabendo que ela interseta o eixo Ox no
ponto de abcissa 4.

Para cada par de retas r e s, definidas a seguir, verifica se sio ou nio paralelas.

a) r:3x+y=9 s:y-2x=9

b) 7:-8x+2y=24 s:y=4x

c) r:x+3y=6 s:%:Z—y

d) A A s:2x+2-1=0
3 2 5

e) r:y=1 s:y=2x

f) rix=-2 s:y=1-x

g r:x=4 s:y=-3

hy r:x+1=0 s:6=4-5x

) r:Sy-3=12 s:—%+1=0

Equacao vetorial de uma reta. Sistema de equacgoes
paramétricas de uma reta

Seja A(aj, ;) um ponto pertencente a umareta r e v(vy, v;) um vetor diretor dessa
reta.

Os pontos da reta r sdo todos os pontos daforma A+Av, com A €EIR.

A equagdo P=A+ AV, A €EIR designa-se por equacdo vetorial da reta.

Sendo P(x, y), esta equacgao pode ser escrita na forma (x, y) = (a3, a;) + A(vy, V), A EIR,

X=a;+Av;

a qual é equivalente a { , AER.

y=a;+Av,

Este sistema designa-se por sistema de equacoes paramétricas dareta r.
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62.

63.

64.

65.

66.

Considera um referencial o.n. xOy instalado num plano.

Escreve uma equagio vetorial e um sistema de equacoes paramétricas de cada uma das
seguintes retas.

a) Reta que passa por A(-1,4) e tem a direcio do vetor #(3,-2) .
b) Reta que passa por A(-1,4) e por B(3,5).

¢) Bissetriz dos quadrantes impares.

d) Reta definida pela equacdo y=-x+ 1.

e) Reta definida pela equacao y=2.

f) Reta definida pela equacio x=0.

Considera, num referencial o.n. xOy , os pontos M(3,-1) e N(-3,35).

Escreve uma condigdo que defina a semirreta MN .

Considera, num referencial o.n. xOy , o ponto A(S5,-2) .
Seja B o simétrico de A em relag¢do ao eixo Ox .

Escreve uma condi¢do que defina o segmento de reta [AB] .

Na figura seguinte esta representada, em referencial o.n. xOy ,uma reta AB e um vetor
que tem a dire¢do da reta AB .

=y

/

o 5 10 x

v

a) Escreve uma equagdo vetorial da reta AB .
b) Escreve uma condicao que defina:

b)) o segmento de reta [AB] ;

b,) a semirreta AB ;

¢) Indica o nimero real k tal que A =B +ku.

Considera, num referencial o.n. xOy , a circunferéncia de equagdo x> +y*+8x-2y+4=0.
a) Mostra que o ponto P(-1, 3) pertence a circunferéncia;

b) Seja r a reta que passa por P e pelo centro da circunferéncia. Define a reta r por
meio de:

b)) a sua equagio reduzida;
b,) uma equacio vetorial;

b,) um sistema de equagdes paramétricas.



3. Geometria analitica no espaco

Referencial ortonormado no espaco

Um referencial ortonormado no espago é um terno ordenado de retas numéricas que se
intersetam nas respetivas origens, sao perpendiculares duas a duas e tém unidades de
comprimento coincidentes com uma mesma unidade de comprimento pré-fixada.

Da-se o nome de eixos coordenados a essas trés +
retas. A sua origem comum designa-se por origem
do referencial, e representa-se usualmente por O. I3 I

Designa-se a primeira reta por eixo das abcissas fEmom|eomcsass
(eixo Ox), a segunda por eixo das ordenadas (eixo
Oy) e a terceira por eixo das cotas (eixo 0z).

Considerando no espago um referencial o.n. Oxyz,
e dados numeros reais a;, a, e a;, designa-se por
A(ay, a, a3) o ponto de abcissa a; , ordenada a, e
cota as.

-

Ao terno ordenado (a;, a,, az) da-se o nome de
coordenadas de A. %

Designa-se por plano xOy o plano definido pelos
eixos Ox e Oy.

Designa-se por plano xOz o plano definido pelos eixos Ox e Oz.
Designa-se por plano yOz o plano definido pelos eixos Oy e Oz.
Estes trés planos sao designados por planos coordenados.

Os planos coordenados dividem o espago em oito regidoes, que se designam por
octantes.

67. Em cada uma das figuras seguintes esta representado um ponto em referencial o.n. Oxyz .

F'S o~

MY

mmmmmmmge.

Indica as coordenadas do:

a) ponto P ; b) ponto Q ; c) ponto R .
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68. Na figura seguinte estd representado, em referencial o.n. Oxyz , um prisma quadran-
gular regular decomposto em cubos de aresta 1.

a4
F
/ / /7 /| /£ / /7
/ /7 7/ /7 /7
/ /< /7 / /1 7/ /
= //D
L/
G )
B 2R
//
H % N E
C //

a) Escreve as coordenadas de cada um dos pontos indicados na figura.
b) Escreve as coordenadas de cada um dos seguintes pontos.

b)) Simétrico do ponto A relativamente ao plano xOy .

b,) Simétrico do ponto B relativamente ao plano xOz .

by) Simétrico do ponto C relativamente ao plano yOz .

b,) Simétrico do ponto H relativamente ao eixo Ox .

bs) Simétrico do ponto D relativamente ao eixo Oy .

bs) Simétrico do ponto F relativamente ao eixo Oz .

b,) Simétrico do ponto C relativamente a origem.

69. Na figura ao lado esta representado, em referencial o.n.

e
Oxyz , um poliedro com doze faces, que pode ser decom- A
posto num cubo e em duas piramides quadrangulares regu-
lares. Sabe-se que: *G """ F
e o vértice O do poliedro é a origem do referencial; b E
* ovértice E do poliedro tem coordenadas (2,2,2); O ..... . )c S
* a altura de cada uma das piramides é igual ao compri- Ak B

mento da aresta do cubo.

. , . . X
Indica as coordenadas de cada um dos vértices do poliedro.

70. Na figura ao lado esta representado, em referencial o.n.
Oxyz , uma piramide quadrangular regular. Sabe-se que:

* a base da piramide é paralela ao plano xOy ;
e ovértice A pertence ao eixo Oz

® o vértice B pertence ao plano yOz;

e o vértice D pertence ao plano xOz ;

e o vértice C tem coordenadas (4, 4, 4) ;

® a altura da piramide é 6.

Determina:

a) as coordenadas dos vértices da piramide;
b) o volume da piramide;

¢) a drea de uma face lateral da piramide.
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Planos paralelos aos planos coordenados

A equagao x = a define A equagdao y=b defineo A equagdao z=c define o
o plano paralelo ao plano plano paraleloaoplano xOz plano paralelo ao plano
yOz e que interseta o eixo e que interseta o eixo Oy xOy e que interseta o eixo

Ox no ponto de abcissa a. no ponto de ordenada b. 0Oz no ponto de cota c.
; A A
c
;

:
.
J
J
J
K
ix/ x 5

71.

72,

73.

Considera, num referencial o.n. Oxyz :

® oplano o,deequagio x=35;

® oplano B,deequagio y=-1;

® o plano vy, de equacio z=-6.

Indica qual dos planos coordenados ( xOy ou xOz ou yOz ) é paralelo ao:

a) plano o; b) plano B; ¢) plano vy.

Considera, num referencial o.n. Oxyz, o ponto P(-3, 4, 2).
Escreve uma equacao do plano que passa pelo ponto P e que é paralelo ao:

a) plano xOz; b) plano xOy ; ¢) plano yOz.

Na figura ao lado estio representados, em referencial o.n.
Oxyz , um prisma e uma piramide quadrangulares regula-
res, com a mesma altura. S %

=

T

A base do prisma, que coincide com a base da piramide, esta T
contida no plano xOy .

@

-

CETT T L] TR
-

O vértice P pertence ao eixo Ox . O vértice R pertence ao

eixo Oy . O vértice S pertence ao eixo Oz . O vértice U :

tem coordenadas (2,2, 4) .

..
O

=

'

'

g -
sde==m"
'

'

-

o]

v

a) Indica as coordenadas dos vértices da piramide. S ) y

b) Escreve uma equagio do plano PQU .

©

¢) Escreve uma equacdo do plano TUV . x
d) Determina o volume da piramide.

e) Determina a drea da regiao compreendida entre as sec¢des produzidas, pelo plano
PTV ,no prisma e na piramide.
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y'

Retas paralelas aos eixos coordenados

A condicdo x=a Ay=b
define a reta paralela ao
eixo Oz e que interseta o
plano xOy no ponto de ab-
cissa a e ordenada b.

A condigdo x=a A z=c
define a reta paralela ao
eixo Oy e que interseta o
plano x0Oz no ponto de ab-
cissa a ecota c.

A condigdo y=b Az=c
define a reta paralela ao
eixo Ox e que interseta o
plano yOz no ponto de or-
denada b e cota c.

F'S -~ -~

k4 Z Z

v
h 4

74. a) Em cada uma das alineas seguintes é apresentada uma condi¢do que define, num refe-
rencial o.n. Oxyz , uma reta paralela a um dos eixos coordenados ( Ox ou Oy ou
Oz ). Indica qual € esse eixo.

a) x=0Ay=2 a) x=1Az=4 a;) 2y—1:7/\%+2:%

b) Indica as coordenadas de um ponto que pertenga a reta considerada em a3).

75. Considera, num referencial o.n. Oxyz , os pontos P(2,4,6), O(2,4,0), R(-1,4,6) e

S(2,8,6) .

a) Indica qual dos eixos coordenados ( Ox ou Oy ou Oz ) é paralelo a:
a;,) reta PQ; a,) reta PR ; a;) reta PS.

b) Escreve uma condi¢do que defina a:
b, reta PO ; b,) reta PR ; b;) reta PS.

76. Na figura ao lado estd representado, em referencial o.n. Oxyz,
um prisma hexagonal regular. Sabe-se que: G

* ospontos A, B e C pertencem a base inferior do prisma, PR 1!

a qual esta contida no plano xOy e tem por centro a origem
do referencial; :

e ospontos D, E, F e G pertencem a base superior do
prisma, a qual estd contida no plano de equagdo z =12 :

e oponto C tem coordenadas (0, 4,0) . i

a) Determina as coordenadas do ponto G . | N | c

b) Escreve uma condi¢ao que defina a reta BF .
¢) Escreve uma condi¢do que defina a reta AB .

d) Determina o volume do prisma.
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Distancia entre dois pontos

Dado um referencial ortonormado no espago e dados dois pontos A(a;, ay, a3) e
B(by, by, b3) , designa-se por d(A, B) a medida da distancia entre os pontos A e B.

Tem-se d(A, B) = V(b1 — a1 + (b, — a5)? + (b3 — a3)?.

Exemplo:

A distancia entre A(2,-1,3) e B(5,1,-3) é

V5 -2+ [1 = (1) +(3-3P=V32+22+ (-6 =V9+4+36=7

77. Considera, num referencial o.n. Oxyz , os pontos A(3,4,5), B(-1,8,-2), C(3,-4,4),
D(-1,4,2), E(1,6,-7) e F(2,6,-1).

Determina:

a) d(A, B) b) d(B, C) ¢) d(A, D) d) d(C, E) e) d(B, F)

78. A figura ao lado representa um cubo, num referencial o.n.
Oxyz .

Sabe-se que:
e [ABC] é uma face do cubo;
* oponto A tem coordenadas (3,35, 3);

* oponto D tem coordenadas (-3, 3,6) .

a) Determina o volume do cubo.

b) Escreve uma equagio do plano que passa por A e é
paralelo ao plano xOz .

¢) Escreve uma condicdao que defina a reta que passa por D e é perpendicular ao plano
yOz .

79. Na figura ao lado estdo representados, num referencial o.n. 7
Oxyz ,um prisma quadrangular regular e uma pirdmide. -

A base da piramide, [OPQR], esta contida no plano xOy P
e coincide com a base inferior do prisma. X

O ponto W, vértice da piramide, coincide com o centro da
base superior, [STUV], do prisma.

O ponto P tem coordenadas (5,0, 0) .

a) Escreve uma equacio do plano PQT . e y

b) Define, por uma condigio, a reta RU . - 0
c¢) Sabe-se que o volume da piramide € igual a 75.
¢;) Determina as coordenadas do ponto W .

¢;) Determina PW.
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4

Plano mediador de um segmento de reta

Dado um referencial ortonormado no espacgo e dados dois pontos A(ay, a,, a3) e
B(by, by, b3) , seja o o plano mediador do segmento de reta [AB] (plano perpendi-
cular a esse segmento e que passa pelo seu ponto médio).

O plano mediador do segmento de reta [AB] é o lugar geométrico dos pontos P tais
que d(A,P)=d(B, P) .

Exemplos:

® Seja O a origem do referencial e A(0, 0, 6) .

O segmento de reta [OA] estd contido no eixo Oz, pelo que o plano mediador
deste segmento € paralelo ao plano xOy . Como o ponto médio do segmento de
reta [OA] é M(0, 0, 3) , uma equacao do plano mediador do segmento de reta
[OA] é z=3.

Sejam A(3,1,4) e B(3,-1,4).

O segmento de reta [AB] é paralelo ao eixo Oy, pelo que o plano mediador deste
segmento é paralelo ao plano xOz . Como o ponto médio do segmento de reta

[AB] é M(3,0,4),uma equacao do plano mediador do segmento de reta [AB] é
y =0 (plano xOz).

Sejam A(-2,1,4) e B(6,1,4).
O segmento de reta [AB] € paralelo ao eixo Ox , pelo que o plano mediador deste

segmento € paralelo ao plano yOz . Como o ponto médio do segmento de reta [AB]
¢ M(2,1,4),uma equagao do plano mediador do segmento de reta [AB] é x=2.

Sejam A(-2,1,3) e B(3,-1,4).
O plano mediador do segmento de reta [AB] € o conjunto de pontos P(x,y,z) tais

que d(A,P)=d(B,P).

Tem-se:

d(A,P)=dB,P) & V(x +2)*+ (y-12+ =32 =V(x =3+ (y+ 1)*+ z-4)? &
S x+2P+ (-1 +r=-3=x-3+(y+1)?+(z-4>

Sx?+dx+4+97-2y+1+22-62+9=x2-6x+9+92+2y+1+22-8z+16 =

S4x+4-2y+1-62+9=-6x+9+2y+1-8z+16 <
S 10x-4y+22-12=05x-2y+2-6=0
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80. Determina uma equacdo do plano mediador de cada um dos seguintes segmentos de reta.

81.

82.

a) [AB],em que A(2,0,0) e B(-2,0,0).
b) [CD],em que C(3,0,0) e D(0,3,0).
¢) [EF],em que E(-3,1,4) e F(2,0,6).
d) [GH],em que G(-6,-2,4) e H(-3,1,2).

Seja o o plano mediador de um segmento de reta [PQ] .
Uma equagdo do plano o é x -2y +3z2+6=0.
a) Verifica que o ponto R(3, 3,-1) pertence ao plano o .

b) Sabendo que o ponto P tem coordenadas (5,9, 2), determina a distancia entre os

pontos R e Q.
Na figura ao lado esta representada, em referencial E
o.n. Oxyz , uma piramide quadrangular regular. c B
Sabe-se que:
® a base da piramide é paralela ao plano xOy ; 5

* oponto A tem coordenadas (8,8,7);

® o ponto B pertence ao plano yOz;

e oponto C pertence ao eixo Oz

e oponto D pertence ao plano xOz;

e oponto E é o centro da base da piramide ;

e o vértice V da pirimide pertence ao plano xOy .

a) Determina o volume da pirdmide.

b) Determina uma equag¢ao do plano VDB . Sugestido: encontra um segmento de reta em
relagdo ao qual o plano VDB seja plano mediador.

¢) Escreve uma equacdo do plano ABD .
d) Escreve uma condi¢io que defina a reta AB .
e) Escreve uma condi¢do que defina a reta VE .

f) Indica as coordenadas do simétrico do ponto A relativamente ao plano yOz .

Superficie esférica

Dados um referencial o.n. Oxyz, um ponto C(c;, c3, c3) € um nimero real positivo r,
a equacgao

(x=c1)?+(y—c)®+(z-cy)®= 12
€ uma equacao cartesiana da superficie esférica de centro no ponto C e raio r.

Designa-se esta equagao por equacao reduzida da superficie esférica.

continua p
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Exemplos:

o (x—2)>+ (y+3)*+2>=25 éaequacgio reduzida da superficie esférica de centro em

C(2,-3,0) eraio 5.

e x? +y? + 2> =9 éa equacio reduzida da superficie esférica de centro na origem do
referencial e raio 3.

e Tem-se:
X+ +-6x+8y+dz=11ex’-6x+y*+8y+2+4z2=11
Sx?-6x+9+y*+8y+16+2+4z+4=11+9+16+4 &
S (x-32+(y+4)72+(z+2)*=40

pelo que x? + y? + 22 — 6x + 8y + 42 = 11 é uma equacio da superficie esférica de
centro em C(3,-4,-2) eraio V40.

Esfera
Ainequacdo (x-c;)%+ (y—c,)?+ (z-c3)? < r? define a esfera de centro C eraio r.

Exemplos:
o x>+ (y+3)?+(z-1)2< 16 define a esfera de centro em C(0,-3,1) e raio 4.
* x?+(y+3)*+(z—1)><16 define o interior da esfera de centro em C(0,-3, 1) e raio 4.

* x?+(y+3)?+(z—1)>>16 define o exterior da esfera de centro em C(0,-3,1) e raio 4.

83. Escreve uma equacdo para cada uma das seguintes superficies esféricas.
a) Centro no ponto C(1,-2,-1) e raio 3.
b) Centro no ponto C(2,0,-1) e raio 4.
¢) Centro no ponto C(3,0,0) e raio 2.

d) Centro na origem e raio 1.

e) Centro no ponto C(%, - %, - %) e raio \E

84. Indica as coordenadas do centro e o raio de cada uma das superficies esféricas definidas

pelas equagoes seguintes.

a) (x-5)P2+(y+4)2+(z-1?%=36
b) (x+1)2+(y-7)+(z+3)*=12
) X+ (y+3)2+2%=1

d) x2+y2+22=5

e) x?+y?+ 22 -2x-4y—62=22

f) x*+y>+22+10y-8z=40
85. Considera, num referencial o.n. Oxyz , a superficie esférica de centro em A(3,4,1) e

que passa no ponto B(9,-2,-1).

Escreve a equagao reduzida desta superficie esférica.
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86.

87.

89.

Num referencial o.n. Oxyz , considera:

e a esfera definida pela condicio x? +y> + 22 <25 ;

® o plano de equagio z=4.

Qual é a area do circulo que é a intersecdo da esfera com o plano?

Na figura ao lado esta representado, em refe-

rencial o.n. Oxyz , um sélido formado por um

paralelepipedo retangulo [ABCDEFGH] e uma

piramide [ABCDV].

A base [EFGH] do paralelepipedo esta contida

no plano xOy e a base da pirimide coincide

com a face superior do paralelepipedo.

A aresta [GF]| estd contida no eixo Oy .

Uma equagdo da superficie esférica com centro

A(1,1,1) e que contém G ¢é
(x-1)+(y-1)+(z-1)*=11

a) Determina as coordenadas do ponto H .

\4
Copl . LA B
; —YA
G:.................:... ....F_;
- 0 y

b) Designando por ¢ a cota do ponto V, mostra que o volume do s6lido é 2 + c.

Na figura ao lado esta representado um cubo, em
referencial o.n. Oxyz .

Sabe-se que:

* o vértice O coincide com a origem do refe-
rencial;

e ovértice R pertence ao semieixo positivo Ox ;
e ovértice P pertence ao semieixo positivo Oy ;
e ovértice S pertence ao semieixo positivo Oz ;

e aabcissade R é2.

a) Escreve uma condi¢ao que defina a reta UQ .

S T
v : @
o P
EECEEEEEEEY EEEE L] )
y
RL
Q

b) Determina uma equagio da superficie esférica que contém os oito vértices do cubo.

¢) Calcula a 4rea da regido do plano PUV compreendida entre a sec¢ao determinada
por esse plano no cubo e a sec¢do determinada pelo mesmo plano na superficie esférica

referida na alinea anterior.

Na figura ao lado esta representada, em referen-
cial 0.n. Oxyz , uma caixa cilindrica construida
num material de espessura desprezavel.

A caixa contém duas bolas encostadas uma a ou-
tra e as bases da caixa cilindrica.

Sabe-se que:
® o cilindro tem uma das bases no plano xOz ;

* o centro dessa base é o ponto de coordenadas
(3,0,3);
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90.

91.

* a outra base esta contida no plano de equagao y=12;
* as bolas sdo esferas de raio igual a 3;

* os didmetros das esferas e das bases do cilindro sdo iguais.

a) Escreve uma condi¢do que defina a reta que passa pelos centros das esferas.

b) Escreve uma condi¢do que defina a esfera correspondente a bola mais afastada do
plano xOz.

¢) Determina o volume da caixa cilindrica.

d) Considera agora a caixa vazia. Seccionou-se a caixa pelo plano de equagio z =4 .
Supondo que a unidade do referencial é o centimetro, determina o perimetro da sec¢ao

obtida.

Na figura ao lado esta representado um cubo, em
referencial o.n. Oxyz .

Sabe-se que: S: T
e o vértice O coincide com a origem do referen- v :
cial; v
e o vértice R pertence ao semieixo positivo Ox ;
o vértice P pertence ao semieixo positivo Oy ; 91 .............. P >
® o vértice S pertence ao semieixo positivo Oz ; R
e aabcissa de R é2. Q

a) Determina uma equagdo do plano RVT . Suges-
tdo: encontra um segmento de reta em relagao
ao qual o plano RVT seja plano mediador.

b) Averigua se o ponto A(-3,4,7) pertence ao plano RVT .
¢) Escreve uma condigdo que defina a reta PQ .
d) Escreve uma condi¢io que defina a esfera tangente a todas as faces do cubo.

e) Escreve uma condi¢do que defina a regido do espago interior ao cubo e exterior a esfera
considerada na alinea anterior.

Na figura ao lado estdo representados trés pon- 2

tos, em referencial o.n. Oxyz :

® oponto A,quetem coordenadas (0,5,2); |Tttttoorommoooooeees ?

® o ponto B, que tem coordenadas (3,0,1) ;

e oponto C,quetem coordenadas (4, 2,0) . - : -

a) Determina uma equagao do plano mediador do
segmento [AB].

b) Verifica se o ponto C pertence ao plano me-
diador do segmento [AB].

¢) Sabendo que o tridngulo [ABC] é retingulo em C, determina a sua area.

d) Considera a superficie esférica de centro em A , cuja intersecao com o plano xOy é
uma circunferéncia de raio 3. Determina uma equagao dessa superficie esférica.



4. Calculo vetorial no espaco

Vetores do espaco

Estendem-se naturalmente ao espacgo os conceitos de vetor, de vetor nulo, de direcgao,
sentido e norma de um vetor, de vetores colineares e de vetores simétricos.

Também de forma natural, estendem-se ao espago as operagoes de adigao e subtragao
de vetores, de produto de um nimero real por um vetor, de soma de um ponto com um
vetor e de diferencga entre dois pontos, bem como as respetivas propriedades.

92. Na figura ao lado esta representado um prisma quadrangular regular. H

a) Utilizando as letras da figura, indica: :

a,) dois vetores iguais; :
a,) dois vetores simétricos;

a;) dois vetores nao colineares com a mesma norma;
a,) dois vetores nio colineares com normas diferentes.

b) Utilizando as letras da figura, indica o resultado de cada uma

das seguintes operagdes. I C
b,) zﬁ +ﬁ b,) E +zﬁ ’
b EF -CG b;) AF -DB

b;) C+ CD bs) B+ CH

b,) H+<F—G)+D—A> b)) E-F

be) D + (F—-H) bo) B+2AD +(E-G)

Coordenadas de um vetor

Sejam, em referencial 0.n. Oxyz, os pontos X(1,0,0), Y(0,1,0) e Z(0,0,1) e os vetores
€1, &, e €, tais que &;=0X, €,=0Y e é3=0Z. .
Dado um qualquer vetor V, existe um e um sé ¢
terno ordenado de niimeros reais (vy, vy, v3) tal v,

que V=vie; + V,€, + vse; . Diz-se que (vq, vy, V3) o
sdo as coordenadas do vetor V.
Representa-se por V(vy, vy, v3) 0 vetor de coor-
denadas (vy, vy, v3) .

-
;

5

5

]

5

5

i

5

]

5

5

]

5

5

]

5

5

e

D

Dado um ponto A, o vetor OA designa-se por :
vetor de posicao do ponto A. :

g - . Ll
As coordenadas do vetor OA coincidem com as 7
coordenadas do ponto A.

continua p
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Dados vetores u(u;, Uy, U3) € V(vy, Vo, v3) € um nimero real A, tem-se:

e as coordenadas do vetor U +V sd0 (uy + vy, Uy + Vy, Us + V3) ;
- S5 o~
¢ as coordenadas do vetor U -V sao (u;—vy, Uy — Vs, U3 —V3);

e as coordenadas do vetor AU sdo (Auj, AUy, AUg) ;

e anormadovetor U é Vu?+uy?+uz?.

Recordemos que o vetor nulo é colinear com qualquer vetor e que, dado um vetor U nao
nulo, um vetor V é colinear com U se e s6 se existe um nimero real A tal que V=Au.
Tem-se também que U(us, Uy, U3) € V(vq, V5, v3) sdo colineares se e s6 se
ulxV2=UZXV]_/\Uz)(V3=U3XV2/\U1XV3=U3XV1.

93. Considera, em referencial o.n. Oxyz :
e oponto P(6,-7,10);
e osvetores # (2,1,-2) e v (-6,-3,6).
a) Determina as coordenadas dos seguintes vetores.
a =i a) OP+ i ayii-0  a)3i+20  ay L(OP-i)
b) Determina a equagdo reduzida da superfice esférica de centro em P e raio igual a ]| .

. — d ~ .
c¢) Justifica que os vetores # e v sdo colineares.

N

.. , . b ~ .
94. Verifica, em cada uma das alineas seguintes, se os vetores # e v sdo colineares.

a) #(-2,3,-4) e v(8,-12,16) b) #(8,-6,4) e v(4,-3,-1)
¢) #(-5,5,-5) e v(-3,3,-3) d) #(6,-1,-2) e v(3,-2,-1)
e) #(2,0,-2) e v(4,-4,0) f) #(0,4,10) e v(0,-2,-5)
g) #(1,0,0) e v(0,1,0) h) #(0,0,5) e v(0,0,-1)

. d . ~
95. Determina as coordenadas do vetor v de norma 21 e que tem a mesma direcio, mas sen-
. L. —
tido contrario, do vetor #(2,-6, 3) .

Soma de um ponto com um vetor

Dados, em referencial o.n. Oxyz, um ponto A(a;, a,, a;) e um vetor V(vl, vy, V3) , tem-se
que as coordenadas do ponto A+V sdo (a;+ vy, Gy + vy, Q3 + V3) .

96. Considera, em referencial o.n. Oxyz , os pontos A(-3,1,6) e B(7,-4,9) e o vetor
u(6,2,4).
Determina as coordenadas dos seguintes pontos:

a) A+u b) B + 3u c) A—u (ouseja, A+ (—u)) d B-—u

1
2
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97. Considera, em referencial o.n. Oxyz, os pontos P(a,-7,8) ¢ Q(-3,b,-2) e o vetor
#U(-5,2,c-10) (a, b e ¢ designam nimeros reais). Sabe-se que P +# = O .

Calcula o valorde a,b e c.

98. Considera, em referencial o.n. Oxyz , um ponto C e um vetor nio nulo o .
Seja P=C+v.

Justifica que o ponto P pertence a superficie esférica de centro em C e raio igual a [[v]| .

99. Considera, em referencial o.n. Oxyz , 0 ponto C(-5,4,7) .
O ponto C é o centro da base de um cone de revolug¢do de volume 20m .
O ponto A(-3, 3,7) pertence a circunferéncia que limita a base do cone.

—
Seja V o vértice do cone. Sabe-se que o vetor CV tem a mesma direcao e o mesmo
sentido do vetor #(1,2,2).

Determina as coordenadas do ponto V.

Diferenca entre dois pontos e soma de um ponto com um vetor
Dados, em referencial o.n. Oxyz, dois pontos A(a;, ay, a3) e B(b;, by, b3) e um vetor
U(uy, Uy, U3), tem-se:

e as coordenados do vetor AB sdo (by—ay, by —ay, by —a3);
—
e identifica-se a diferenga entre os pontos B e A com o vetor AB e escreve-se
—>
AB =B-A;

e se P=A+u, entdo P(a; + uy, @, + Uy, a3+ U3) .

100. Considera, em referencial o.n. Oxyz, os pontos A(2,1,0), B(5,-8,3) e C(7,-4,9).
Determina as coordenadas dos seguintes vetores.

a) B—-A by A-C c) C-B d)%(A—B)

101. Considera, em referencial o.n. Oxyz , os pontos A(-1,3,-5) e B(2,4,-1).
Determina a distanciade A a B:
a) utilizando a férmula da distancia entre dois pontos;

—
b) determinando as coordenadas do vetor AB e depois a norma deste vetor.

102. Considera, em referencial o.n. Oxyz , os pontos P(3,0,2) e O(5,4,8).
Para um certo numero real k , os vetores 1@ e u(8k3,-2,-3) sdo colineares.

Determina o valor de k.

103. Considera, em referencial o.n. Oxyz , a superficie esférica de equacio
(x=3)2+(y+1)72+22=14.
a) Mostra que o ponto A(4, 1, 3) pertence a esta superficie esférica.

b) Sabe-se que [AB] é um didmetro desta superficie esférica. Determina as coordenadas
do ponto B.
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104. Na figura ao lado esta representado, em referencial o.n.
Oxyz , o prisma quadrangular regular [ABCDEFGH] .

As coordenadas dos pontos A, B e G sao (11,-1,2),

(8,5,0) e (6,9,15), respetivamente.

a) Determina as coordenadas do ponto H .

b) Determina a equagdo reduzida da superficie esférica
com centro no ponto A e que passa no ponto B .

c) Escreve uma condi¢iao que defina a reta que passa no
ponto G e que é paralela ao eixo Oy .

Coordenadas do ponto médio de um segmento de reta

Dados, em referencial o0.n. Oxyz, um ponto A(a;, a;, az) e um ponto B(b,, by, b3) , seja
M o ponto médio do segmento de reta [AB].

al+b1 02+b2 a3+b3)

Tem-se que as coordenadas do ponto M sao ( 2 ' 2 ' 2

105. Considera, em referencial o.n. Oxyz , os pontos A(-5,12,7) e B(1,-4,9).
a) Determina as coordenadas do ponto médio do segmento de reta [AB] .

b) Considera o vetor (1,8, -5).Seja C=A + v .Determina as coordenadas do
vetor AM ,em que M é o ponto médio do segmento de reta [BC] .

106. Considera, em referencial o.n. Oxyz , os pontos A(6,-2,9) e B(8,8,-1).
O segmento de reta [AB] é um didmetro de uma superficie esférica.

Determina a equagao reduzida dessa superficie esférica.

Equacdo vetorial de uma reta. Sistema de equacdes
paramétricas de uma reta

Seja A(ay, 05, a3) um ponto pertencente a umareta r e V(vy, V5, v3) um vetor diretor
dessa reta. Os pontos da reta r sdo todos os pontos da forma A+Av,com A€ R.

A equagdo P=A+Av, AE R designa-se por equacio vetorial da reta.
Sendo P(x,y, z) , esta equagao pode ser escrita naforma (x, y, z) = (ay, a5, az) + A(vy, Vo, V3),

X=a; +Av;
AE R, aqual é equivalentea {y=qa, +Av,,AER.
Z=a3+Av3

Este sistema designa-se por sistema de equacoes paramétricas da reta r.
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107. Considera, em referencial o.n. Oxyz, o ponto A(1,4,3),0 ponto B(-1,2,5) e o vetor
u(2,-3,4).
Para cada uma das retas a seguir indicadas, escreve uma equagao vetorial e um sistema
de equagdes paramétricas.

a) Reta que passa por A e tem a direcio do vetor # .
b) Reta que passa por A e por B.

¢) Reta definida pela condi¢io x =3 Ay=2.

d) Reta definida pela condicao x =1 Az=4.

e) Reta definida pela condigio y=5 Az=-1.

108. Na figura ao lado esta representada, num referencial o.n. Oxyz , uma reta PQ .
Sabe-se que:
e o ponto P pertence ao plano yOz;

e oponto O pertence ao plano xOy .

Escreve uma equagio vetorial da reta PO .

109. Na figura ao lado estd representado, em referencial o.n. Oxyz , um paralelepipedo re-
tangulo.

Sabe-se que:

z
* o vértice O € a origem do referencial; SI v

e ovértice P pertence ao eixo Ox ; T 4

e o vértice R pertence ao eixo Oy ;

e o vértice S pertence ao eixo Oz ; Pl

e o vértice U tem coordenadas (2,4,2). (s
a) Escreve uma equacio vetorial da reta OS .

b) Escreve um sistema de equac¢des paramétricas da reta PR .

¢) Determina as coordenadas do ponto de interse¢ao da reta RT com o plano de equa-
¢ao x =10.

d) Seja r areta de equagdo (x,v,z)=(2,0,2)+ k(0,0,1),k € R.Qual dos pontos
representados na figura é o ponto de interse¢ao da reta » com o plano OUV ?

110. Considera, em referencial o.n. Oxyz,a reta s de equacdo vetorial:
('x: Vs Z) = (19 _29 3) + k(_la 33 5)9 k € IR

a) Mostra que a reta s passa no ponto de coordenadas (-2, 7,18) .

b) Mostra que a reta s € paralela a reta AB,sendo A(0,2,1) e B(2,-4,-9).
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111. A figura ao lado representa, em referencial o.n. Oxyz , 2
um prisma quadrangular regular e dois cones de revo- N

lugao iguais com o mesmo vértice e bases inscritas nas 4
bases do prisma. = ol

O prisma tem uma aresta contida no eixo Ox , uma ares-
ta contida no eixo Oy e uma aresta contida no eixo Oz .

O diametro [AB] da base de um dos cones é paralelo a
aresta [SV].

O ponto U tem coordenadas (4,4, 10) . ;’,}_Q--—- A f——

Determina: Pj— 2

a) a area total do prisma; x

b) um sistema de equacdes paramétricas da reta PB ;

¢) uma equacao do plano PTU ;

d) as coordenadas do simétrico de U em relagdao ao plano yOz;

e) as coordenadas do simétrico de C em relacdo ao eixo Ox ;

f) as coordenadas do ponto médio do segmento de reta [AC] ;

g) uma equag¢ao do plano mediador do segmento de reta [PU] ;

h) a equacdo reduzida da superficie esférica de centro em A e que passa por C;

i) o volume da regiao interior do prisma exterior aos cones.

112. Na figura seguinte esta representado, em referencial
o.n. Oxyz ,um cone cuja base estd contida no pla-
no yOgz e cujo vértice pertence ao semieixo positivo
Ox .

A base do cone tem centro na origem do referencial.
A reta r , de equagdo (x, vy, 2) = (0, 3, 0) +
+k(3,-1,0), k € R, contém uma geratriz do cone.

a) Determina o volume do cone. x

b) Escreve uma equagio do plano que passa no vértice do cone e é perpendicular ao
eixo Ox.

¢) Determina a drea do poligono que resulta da interse¢io do cone com o plano de
equacao z=0.

113. Na figura ao lado estdo representados, em referencial
o.n. Oxyz:

e os pontos A(10,0,0), B(0,2,1) e C(0,5,0);
e asretas AB e BC.

a) Escreve uma equagio vetorial da reta AB . C Y
b) Calcula o volume da piramide [OBCA] . A

A 4
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1. Generalidades acerca de funcoes

Conceito de funcao

Sejam A e B dois conjuntos.

Funciao de A em B é uma correspondéncia que a cada elemento de A associa um e

um sé elemento de B.

Numa fungao f: A— B:

e A é o dominio (conjunto dos objetos);

e B é o conjunto de chegada;

e 0 conjunto das imagens é o contradominio;

® o conjunto {(x, f(x)) : x € A} é o grafico da funcao; cada elemento do grafico é um par
ordenado da forma (objeto, imagem) .

Para que uma funcao se considere definida é necessario conhecer:

® o dominio;

¢ 0 conjunto de chegada;

e uma regra segundo a qual seja possivel saber, para cada objeto, qual é a suaimagem.

Exemplo:

Nesta func¢ao dizemos que:

* o objeto 1 tem imagem $;

* 0s objetos 2 e 3 tém imagem 9;

* A é o dominio, B é o conjunto de chegada e {5, 9} € o contradominio;
* o gréfico desta funcdo é o conjunto {(1, 5), (2,9), (3, 9)}.

Esta funcao, que esta definida por um diagrama de setas, também pode ser definida
pela tabela:




1. Considera os conjuntos A ={1,2,3} e B={1,2,3,4,5}.
Seja f: A — B a funcdo definida pela tabela:

x 1 2 3
flx) 1 3 5

a) Representa a fun¢ao f por meio de um diagrama de setas.

b) Completa de modo a obteres proposicoes verdadeiras.

b,) «A imagem de 3 é >

b,) «5 € aimagem de >

b)) «f(1)=

b,) «O contradominio da fun¢dao f é o conjunto >

2. Considera os conjuntos A ={-5,1,7,13} e B={-25,-13,-1,11}.
Seja [: A — B a funcdo definida por flx)=-2x+1.

Representa em extensao o grafico da fungdo f.

3. Seja b a funcdo cujo grafico é {(-2,4), (-1,2),(1,2),(3,1)} e cujo conjunto de che-
gada é {1,2,3,4}.
a) Representa a fun¢ao » por meio de um diagrama de setas.
b) Indica o dominio e o contradominio de 54 .

¢) Indica o conjunto-solu¢ao da condi¢ao h(x) <3 .

4. Considera os conjuntos A ={1,4,9} e B={-12,-3,-2,-1,1,2,3,4,8,9,27}.

Cada uma das equagoes apresentadas a seguir define uma correspondéncia de A em B,
que a cada x € A associa o(s) valor(es) y € B que satisfaz(em) a igualdade.

Para cada equacao indica-se, entre paréntesis, o nome da correspondéncia a ela associada.
°* y(x-7)=-24 (correspondéncia f)

o y? (correspondéncia g)
° y= Vi (correspondéncia b )
° (y-x)y+Vx) =0 (

a) Define cada correspondéncia por meio de um diagrama de setas.

correspondéncia i)

b) Indica quais das correspondéncias ndo sdo funcoes de A em B . Justifica a tua resposta.

Restricao de uma fungao :

Seja f: A— B uma fungao.

Seja C um conjunto.
Arestricdo de f a C representa-se por fl|o < cnd

Tem-se flc: CNA—B talque flo(x) =f(x) . ‘
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5. Considera os conjuntos G ={-4,-1,3,5,7,9} e H={1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Seja [: G — H a funcdo definida pela seguinte tabela:

5% -4 -1 3 S 7 9
fix) 3 1 4 6 8 2

Seja A={-4,-2,3,6,7} eseja B={x € G:|flx)-x|=7}.

a) Representa a fungdo f|4 por meio de um diagrama de setas.
b) Representa a funcio f|z por meio de uma tabela.

¢) Seja C={x € G:f|c(x) =x + 1} . Representa o conjunto C em extensao.

6. Considera os conjuntos:
A = {Saramago, Cervantes, Galileu, Platao, Euclides, Eusébio, Maradona, Shakira, Madonna}
B = {Portugal, Espanha, Franga, Italia, Grécia, Argentina, Colombia, Brasil, Estados Unidos}
Seja f: A — B a funcdo que associa a cada personalidade o pais onde nasceu.

a) Representa a fun¢ao f por meio de um diagrama de setas.

b) Seja C o conjunto dos jogadores de futebol que participaram em campeonatos do
mundo. Indica o dominio e o conjunto de chegada da funcio f|c e define-a por meio
de uma tabela.

Imagem de um conjunto por uma func¢ao

Seja f: A — B uma fungao. Seja C um conjunto contido f
em A.

A imagem do conjunto C por f representa-se por f(C).

f(C) é o contradominio da restricao de f ao conjunto C. @

Em particular, f(A) é o contradominio da fungao f.

7. Considera o conjunto D ={2,4,6, 8, 10} .

Sejam g e b as fungdes de dominio D e conjunto de chegada IN tais que:

° glx) =x?

® h(x) éigual ao produto dos divisores de x
a) Determina as solucoes da condicao g(x) = h(x) .
b) Considera o conjunto E = {2,4, 10} . Indica em extensdo o conjunto h(E) .

¢) Seja F={x €D :h(x) =21} . Indica em extensio o conjunto g(F) .
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Funcao injetiva

Uma fungao diz-se injetiva se objetos diferentes tive- f
rem sempre imagens diferentes, isto é:

f: A— B éinjetiva se Vxy, X3 € A, X3 % Xo = f(x1) # f(X2)
Tendo em conta a lei da conversao, podemos dizer que: .
f: A— B éinjetiva se Vxy, X, € A, f(x1) =f(X2) = X3 = X3

Uma fungao injetiva f: A— B diz-se injecaode A em B.

8. Seja f:{3,7,11,15} > R a fun¢ao definida por h(x) = 3x4— ) .
a) Define a funcao f por meio de uma tabela.
b) A fungdo f é injetiva? Justifica a tua resposta.
9. Considera os conjuntos A ={5,6,7,8,9,25} e B=1{3,35, 14, 20, 34} .

a) Constr6i uma tabela que defina uma fungdo f: A — B que verifique as seguintes
condigdes:
® aimagem de um namero par é multiplo de 3;
® aimagem de um ndmero primo é multiplo de 7;
* aimagem de um quadrado perfeito é a sua raiz quadrada.

b) A fungio que definiste na alinea anterior € injetiva? Justifica a tua resposta.

¢) Indica um conjunto C contido em A , com quatro elementos, tal que a funcio f|c
seja injetiva.

10. Seja f:IN— IN uma fungio injetiva.

Sejam m e n numeros naturais diferentes tais que f(m) x f(n) = 4.

Justifica que f(m) é diferente de 2.

Funcao sobrejetiva

Uma fungao diz-se sobrejetiva se o contradominio coincidir com o conjunto de chega-
da, isto é, f: A— B é sobrejetiva se f(A)=B.

Portanto, f: A — B é sobrejetiva se qualquer elemento de B é imagem de pelo menos
um elemento de A.

Simbolicamente, tem-se: Vy € B,Ax € A:y =f(x)

Uma fungao sobrejetiva f: A — B diz-se sobrejecdaode A em B.
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11. Considera os conjuntos A = {As, Rei, Dama, Valete} e B ={1,2, 3, 4} .
Sejam [ e g as funcdes de A em B definidas pelas tabelas seguintes:

x As Rei Dama  Valete x As Rei Dama  Valete

fix) 1 4 2 2 g(x) 4 3 2 1

Indica qual destas fungdes nao é sobrejetiva. Justifica a tua resposta.

12. Seja f:IR — IR a fungdo definida por f(x) = 5x3— 4 .

a) Determina o objeto cuja imagem é 7.

b) Mostra que, para cada namero real y, existe um numero real x tal que f(x)=1y.

- - Sx
Sugestao: resolve, em ordem a x , a equagio 3 =y

¢) Tendo em conta a alinea anterior, justifica que f é uma sobrejecio de R em R.

Funcao bijetiva
Uma fungao diz-se bijetiva se for simultaneamente injetiva e sobrejetiva.
Uma fungao bijetiva f: A — B diz-se bijecaode A em B.

Tem-se, evidentemente, que f é uma bijecaode A em B se e s6 se para cada y per-
tencente a B existir um e um s6 x pertencentea A tal que y=f(x).

13. Considera os conjuntos seguintes:
A = {Torre, Bispo, Cavalo, Pedo}
B = {Alekhine, Capablanca, Fischer, Kasparov}

a) Seja f: A — B afuncido definida pela tabela seguinte:

x Torre Bispo Cavalo Peao

flx) Capablanca Fischer Kasparov Capablanca

A funcao f é bijetiva? Justifica a tua resposta.
b) Seja g:B — A a fungao definida pelo seguinte grafico:
{(Fischer, Pedo), (Capablanca, Bispo), (Kasparov, Torre), (Alekhine, Cavalo)}

A funcao g é bijetiva? Justifica a tua resposta.

14. Seja f: IR — R a fungao definida por f(x) =3x + 4.

Mostra que a fungdo [ € bijetiva.

15. Seja A um conjunto com cinco elementos e seja B um conjunto com quatro elementos.

Justifica que ndo existe nenhuma funcdo bijetivade A em B,nemde B em A.
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Composicao de funcoes

Seja f:D;— A eseja g:D;— B. f
X ———— f(x)

Funcao composta de g com f é afungdo gof:D,,; — B

tal que:
g
* Dy.;={x € D;:f(x) € Dy} gof
® Vx€Dy.f,(g°f)x)=glf(x)]
A funcao composta de g com f também pode ser designada glf(x)]

por « g composta com f», «g apods f» ou « f seguida de g ».

16.

17.

18.

Considera os conjuntos seguintes:

C = {Funchal, Mindelo, Ponta Delgada}

I = {Ilha da Madeira, Ilha de Sao Miguel, Ilha de S3ao Vicente}

A = {Arquipélago dos Acores, Arquipélago de Cabo Verde, Arquipélago da Madeira}
Seja f: C— I a funcdo que associa a cada cidade do conjunto C a ilha a que pertence.

Seja g: 1 — A a funcdo que associa a cada ilha do conjunto I o arquipélago a que per-
tence.

Constroi um diagrama de setas que defina a fungdo gof.

Considera os conjuntos seguintes:

A=(=2,-1,2,3)

B={1,4,9, 16}

C=1{2,8,18,32}

Seja g afung¢iode A em B que associa a cada elemento de A o seu quadrado.

Seja f afungiode B em C que associa a cada elemento de B o seu dobro.

a) Define as fungdes g e f por meio de tabelas.
b) Define a fungdo feo g por meio de um diagrama de setas.

¢) Define a funcao feo g por meio de uma expressao analitica.

Considera os conjuntos seguintes:

D =1{3,5,8,13}

E={-1,1,4,9}

F=1{4,9,16}

G=1{2,3,4)

Seja h: D — E a fungio definida por h(x)=x-4.
Seja i: F— G a fungio definida por i(x) = Vx .

a) Indica o dominio da fun¢ido io b .

b) Mostra que Vx € D; ., (i°h)(x) = Vx-4.

¢) Determina o contradominio da funcdo ie b .
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Funcao identidade

Dado um conjunto A, chama-se funcao identidade em ldy
A afuncao Id,: A — A talque Vx E A, Id,(x) =x.

Portanto, tem-se:

® o conjunto de chegada coincide com o dominio;

e cada objeto é transformado no pradprio objeto.

19. Seja L ={a, b, c,d} . Define, por meio de um diagrama de setas, a fung¢ao Id; .

20. Seja A um conjunto nao vazio.
Seja f: A — A uma fung¢io injetiva.

Justifica que fof=f seesdse f=1d,.

Funcao inversa de uma funcao bijetiva

Seja f: A — B uma fungao bijetiva.

Para cada y € B, seja x, o Unico elementode A cuja
imagemé y.

A funcdo inversa de f é afungdo f':B— A tal que
Vy€B, f(y)=x,.

Se f: A — B é uma fungao bijetiva, entdao a funcao
f1:B— A étambém bijetiva e tem-se (f3)" =f.

Tem-se, também, flof=1Idy e foft=Idg.

21. Considera os conjuntos A ={1,2,3,4} e B={-1,6,25,62}.
Seja f: A — B a funcdo definida por flx) =x>-2.
a) Define as fungdes f e f~' por meio de diagramas de setas.

b) Verificaque [ of=1dy e fof' =1dg.

22. Seja f:IR — R a fungio definida por f(x) =6x +35 .
a) Define f~!.
b) Verificaque flof=Idg e fof'=1Idg.

23. Sejam a e b numeros reais. Sabe-se que: a# -1, a#0 e a# 1.
Seja f: R — R a funcdo definida por f(x)=ax + b .

Justifica que existe um nimero real x, tal que f(xo) = (%) .
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2. Generalidades acerca de funcoes reais
de variavel real

Funcao real de variavel real

Chama-se funcao real de variavel real uma fungao cujo dominio e conjunto de chegada
estao contidosem IR.

Numa funcao real de variavel real, quando o conjunto de chegada nao é explicitamente
referido, considera-se que é o conjunto IR.

Quando uma funcgao real de variavel real é definida por meio de uma expressao analitica,
e nada é indicado em contrario, considera-se que o dominio é o conjunto de todos os
valores reais que podemos atribuir a variavel, de tal forma que a expressao obtida tenha
significado.

24. Sejam [, g e b as seguintes fungoes:
f:{5,6,7,8,9} >IN tal que f(x)=3x-4
g:{1,2,3} - {13,17,19} a funcao definida pela tabela x 1 2 3
g 17 13 19

b : {Mercurio, Vénus, Terra, Marte} — IR tal que h(x) ¢é a distincia média de x ao Sol
Indica qual, ou quais, destas funcdes ndo € funcio real de varidvel real. Justifica a tua

resposta.

25. Determina o dominio da funcao real de varidvel real f definida pela expressdo:

3x -6 X
b
R R
x+3 x-1
d —————
° x*+ 16 ) x* -4
e) 22.7C+5 f) Vx+5
x“+3x -4
g V4-2x h) 3-Vx+2
x
. V8-3 . V3-x
i) —— D —5——
x -2 x°—2x
1 x+1
k) ——— ) ——
Vx -6 Vx +1
m) 2x ") x-3

Vx -2 2-Vx

V8 —x 1 1

0) ————— p)

2x-1-3 X \Vx?2+9-5§
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26. Considera, em referencial o.n. xOy , o tridngulo T, de vértices P(-3,4), O(0,2) e R(3,1).

Sejam A, B e C os seguintes conjuntos:

A =1{-3,0, 3} (conjunto das abcissas dos vértices de T)
B ={1,2,4} (conjunto das ordenadas dos vértices de T')
C={PG, PR, OR)

Sejam f, g e b as seguintes funcoes:

f:A— R funcdo que associa,a cada x € A, o comprimento da circunferéncia de centro
na origem do referencial e que passa pelo vértice de T cuja abcissa é x ;

g:B — R fun¢io que associa, a cada y € B, a ordenada na origem da reta de declive 2
e que passa no vértice de T cuja ordenada é y;

h: C— R funcao que associa, a cada elemento de C,a sua norma.

a) Define cada um destas fun¢des por meio de uma tabela.

b) Indica qual, ou quais, destas fun¢des ndo é fungdo real de varidvel real. Justifica a tua
resposta.

Grafico cartesiano de uma funcao real de variavel real

Como vimos, grafico de uma fung¢ao f: A — B é o con- Exemplo:
junto de todos os pares ordenados (a, f(a)) , com a per- vt
tencentea A. * *

Se f for uma fungao real de variavel real, os pares (a, f(a))
sao pares ordenados de numeros reais, sendo, portanto,
possivel representa-los graficamente num referencial car-

tesiano xOy . A esta representacao grafica da-se o nome de |
grafico cartesiano da fungao f. Ol 1 x

O gréfico cartesiano de uma funcao é quase sempre desig- x 1 2 3 4 5 6
nado simplesmente por grafico. f(x)

S
(O
S
K

27. Seja f a fungio cujo gréfico cartesiano, em referencial +

28.

29.

o.n. xOy , esta representado ao lado. *
a) Define a fungao f por meio de uma tabela.

b) Indica o dominio e o contradominio da funcio f.

¢) Indica o conjunto-solu¢ao da equagao f(x)=2.

d) Indica o conjunto-solucdo da inequagio f(x) <0 .

Constroéi o grafico cartesiano da fungio f:{-3,-2,-1,0,1,2,3} - R tal que flx)=x*+1.

Constroi o grafico cartesiano de cada uma das seguintes fungoes.

a) p(x)=2x+4 b) g(x)=-3x+2

0 rlx) =% -3 d) sx) = 3x2‘ 5




30. De uma certa fun¢do [, real de varidvel real, sabe-se que o seu grafico cartesiano é uma
reta 7.

15 . . .
A reta r passa no ponto P(l, 4 ) ¢ interseta o eixo das abcissas num ponto Q tal que

— 25
PQ:T.

a) Determina as coordenadas do ponto Q , sabendo que a sua abcissa é positiva.

b) Define a fungdo f por meio de uma expressao analitica.

Teste da reta vertical

O grafico de uma fungao real de variavel real é muitas vezes Exemplo:
uma linha. Contudo, nem todas as linhas podem ser graficos Uma circunferéncia nio

de funcbes. pode ser grifico de uma
Como sabemos, numa fungdo, cada objeto s6 pode ter uma fungao.

imagem. »t

Portanto, se existir pelo menos uma reta vertical, ou seja, pa- = [/

ralela ao eixo Oy, que intersete uma linha em mais do que um

ponto, essa linha nao pode ser gréfico de uma fungdo. @~ [-----3

31. Em cada uma das figuras seguintes esta representada uma linha em referencial o.n. xOy .

Indica quais delas sao graficos de fungoes.

) (®) ﬁ © 4 (©) yIP (i\i\/
/o|/ g /o \x’ o) < 0 ’

32. Considera, num referencial o.n. xOy , os pontos P(2,3) e Q(2,-4).

Y

Justifica que ndo existe nenhuma fungao cujo grafico passe pelos pontos P e O .

33. Sejam a e b nameros reais tais que a #b .
Sejam g:R—> R e »:IR— R funcdes tais que:

® areta de equacdo x =a interseta o grafico da fun¢do g num ponto P de ordenada 7
e interseta o grafico da fungao » num ponto QO de ordenada 5;

* os graficos das fungoes g e b intersetam-se num ponto R de abcissa b .
a) Sabe-se que g(a) — g(b) = h(b) — h(a) . Determina a ordenada do ponto R .

b) Existirda alguma funcao f: IR — IR cujo gréfico seja a uniao dos graficos das fungoes
g e b ? Justifica a tua resposta.
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Teste da reta horizontal

Se existir pelo menos uma reta horizontal, ou seja, paralela ao
eixo Ox, que intersete o grafico de uma fungdao em mais do que ~
um ponto, essa fungao nao é injetiva, pois este facto evidencia
que existem objetos diferentes com a mesma imagem.

Exemplo: E E )

A parabola ao lado representa o grafico de uma fun¢io nao injetiva.

34. Em cada uma das figuras seguintes estd representado, em referencial o.n. xOy , o grafico
de uma funcao.

Indica em quais esta o grafico de uma fun¢do nao injetiva.

(A)/\yI / (B) y (© \1 (®) (E)\ yI /

A 4

35. Sejam a e b nameros reais tais que a <0<b.
Considera, num referencial o.n. xOy :
* oponto A,deabcissa a, pertencente a bissetriz do 2.° quadrante;
* oponto B,deabcissa b, pertencente a bissetriz do 1.° quadrante.
Admite que OA = OB .
Seja f:IR — IR uma funcado cujo grafico passa pelos pontos A e B.

Justifica que a fungdo [ nao € injetiva.

Funcoes pares

f é uma funcao par se, para todo o x pertencentea Dy, —x também
pertence a Dy e f(—x) =f(x).

Assim, numa fungao par, objetos simétricos tém a mesma imagem.

Dado um plano munido de um referencial ortogonal, uma dada fungao
é par se e somente se o eixo das ordenadas for eixo de simetria do
respetivo gréfico.

36. Seja f uma funcdo de dominio IR .
Sabe-se que f é par,que f(-5)=9 eque f(2)=3.
Indica, justificando, o valor de f(-2) + f(5) .
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Averigua quais das seguintes fung¢des, todas de dominio R, sdo pares.
a) fix)=x? + 3|x] B glx) =5 &) hix) = (x-1)(x + 1)
xX* +

Seja f a funcdo, de dominio [-$, 10], definida por f(x) = x> .

A fungido f é par? Justifica a tua resposta.

Seja # um numero natural par e sejam a, b e ¢ numeros reais diferentes de zero.
Seja f a fun¢do, de dominio IR, definida por flx) =ax” + bx" "'+ c.

Averigua se f € uma fungdo par.
Em cada uma das figuras seguintes esta representado, em referencial o.n. xOy , o grafico

de uma funcao.

Indica em quais esta o grafico de uma fun¢io par.

(A) (B) ©

RSP SR dEHe
1/ NN

Considera, em referencial o.n. xOy , o grafico de uma fun¢ao /: R —> R.

Sabe-se que:

* afuncdo f é par;

* areta de equagdo y =2 interseta o grafico da fungdo f em exatamente dois pontos,
A e B;

® oponto A pertence ao 1.° quadrante;

e o tridngulo [OAB] tem area 12.

Quais sao as solugoes da equacao f(x)=2?

Sejam a e b numeros reais positivos com a < b.

Sejam A e B os pontos da bissetriz dos quadrantes impares de abcissas a e b, respe-
tivamente.

Seja g:IR — IR uma funcio par.
Admite que os pontos A e B pertencem ao grifico da funcao g.

Mostra que, no gréafico da funcao g, existem dois pontos, C e D , tais que a drea do
quadrilatero [ABCD] ¢é b* —a*.

Seja f:IR — IR uma funcido par.
Seja r areta de equagio y=x+2.
Admite que o grafico de f e areta r se intersetam em exatamente dois pontos, A e¢ B.

Justifica que as abcissas dos pontos A e B ndo sao nimeros simétricos.
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4

FuncOes impares
f € uma funcao impar se, para todo o x pertencente a D;, —x tam-
bém pertence a D; e f(-x) =—f(x).

Assim, numa fungdo impar, objetos simétricos tém imagens simé-
tricas.

Dado um plano munido de um referencial ortogonal, uma dada fun-
¢ao é impar se e somente se o respetivo grafico for simétrico em
relacao a origem do referencial.

Se uma fungéo f é impar e se 0 € Dy, entdo f(0)=0.

44.

45.

46.

47.

48.

Seja f uma fun¢do impar de dominio IR . Sabe-se que f ¢é impar, que f(-2) = 6 e que
f(5)=-3.
Indica, justificando, o valor de f(2) + f(-5) .

Seja [ uma fung¢ao impar de dominio IR . Sabe-se que f(0) +f(1) =1 + f(-1) .

Indica, justificando, o valor de f(1).

Considera o conjunto B ={-2,-1,0,1,2}.
Sejam f e g fung¢oes de dominio B tais que:

f0)=1, fll)=g(1)=-2 e f2) =g(2) =3
Sabe-se que f é uma fungao par e que g €é uma fun¢ao impar.

Indica o contradominio da fun¢do f e o contradominio da fungio g .

Averigua quais das seguintes fungdes reais de varidvel real sdo pares, quais sdo impares e
quais ndo sao pares nem impares.
a) flx)=3x>-5§ b) g(x)=2x>+S§ ¢) h(x)=x>-2x
d) i(x) = 3x* —x2+ 1 e) j(x) = x2Vx f) kix) = —>
x“+2

Em cada uma das figuras seguintes esta representado, em referencial o.n. xOy , o grafico
de uma funcgao.

Indica em quais esta o grafico de uma fun¢do impar.

(A) (B) ©
| y |

N A

O\l\x' / ol 1 oy / OoN 1 Py




49. Na figura seguinte esta representado, em referencial o.n. xOy , parte do grafico de uma

50.

51.

52,

53.

54.

funcdo impar de dominio [-5, 5] . Completa o gréfico.

o~

Y

AT
AN

h 4

Seja f:IR - IR uma funcdo par e seja g: IR — R uma fun¢ao impar.

Sabe-se que os pontos P(5,-2) e QO(-4, 3) sdo pontos de interse¢ao dos graficos das
funcdes f e g.

Completa as frases seguintes, de forma a obteres proposi¢oes verdadeiras.

a) «O ponto A(-3,2) pertence ao grafico da funcdo >
b) «O ponto B(-5,-2) pertence ao grafico da fung¢ao >
¢) «O ponto C(4,-3) pertence ao grafico da fungio >
d) «O ponto D(4, 3) pertence ao grafico da fungio >

Seja » um numero natural. Sejam a, b e ¢ nameros reais,com a#0 e b#0.
Seja f:IR = R a funcio definida por f(x) = ax?*1 + bx*" "'+ c.

Mostra que f é uma funciao imparseesdse c=0.

Indica o valor l6gico de cada uma das seguintes proposicoes.

Relativamente a cada uma que consideres falsa, apresenta um contraexemplo.
Relativamente a cada uma que consideres verdadeira, explica porqué.

a) «Todas as fung¢des injetivas sdo impares.»

b) «Todas as fun¢bes impares sdo injetivas.»

¢) «O grafico de qualquer fun¢do impar de dominio IR interseta a bissetriz dos quadrantes
pares.»

d) «Qualquer fungio de dominio IR nao pode ser simultaneamente par e impar.»

Seja f: IR — IR uma func¢do impar e seja g : IR — IR uma funcao par.

Mostra que gof é uma fungio par.

Seja f:IR — IR uma funcdo impar. Seja k um numero real positivo.

Sejam A e B os pontos pertencentes do grafico da funcdo [ que tém abcissas, respeti-
vamente, k e —k .

Seja r a mediatriz do segmento de reta [AB] .
Sabe-se que a reta r tem declive -3.
Seja C o ponto da reta  que tem abcissa —1.

Determina o valor de k , sabendo que a drea do tridngulo [ABC] é 20.

929




Tema 4 | Funcgdes Reais de Variavel Real

100

y

Relacao entre o grafico de um funcao f bijetiva e o grafico
da fungido f’
Se duas fungéGes reais de variavel real sao inversas uma da +

outra, os respetivos graficos sao simétricos um do outro rela-
tivamente a bissetriz dos quadrantes impares.

55. Para cada uma das seguintes fung¢oes, de dominio [-4, 4], define analiticamente a fun¢ao

56.

57

inversa e representa, no mesmo referencial o.n. xOy , o grafico da funcdo e o gréfico da
sua inversa.

a) flx)=-2x+3

b) g(x) = 3’“4—_8

Seja f:[-3, 5] —» [-5, 7] uma funcio bijetiva.

Sabe-se que, para certos valores de @ ede b,com a<0,a fungido inversa de [ é definida
por flx)=ax+b

a) Determina a e b.

b) Carateriza a fungao f .

. Seja f:[1,4] = [-2, 3] a funcdo cujo grafico estd representado na figura seguinte.

i 1./ .

a) Indica o valor de f~1(-1).

b) Representa o grafico de f~'.



Transformacoes de graficos

Seja f uma fungao real de variavel real. Exemplos:
1. Translacao vertical 5T
Seja k um numero real. /.
Seja g afuncao definida por g(x) =f(x) + k. & 1
Entao, o grafico de g é a imagem do grafico de f pela e x
- . - f /
translagao associada ao vetor u(-k, 0) . /
h
2. Translacao horizontal gl@)=flx) +1  blx) = flx) -2
Seja k um numero real.
Seja g afuncao definida por g(x) =f(x + k) . /. ”T/
Entao, o grafico de g é a imagem do grafico de f pela / /Io/ ry
translagao associada ao vetor \7(—k, 0). h
gx)=f(x=2) h(x)=flx+3)
3. Dilatacao e contracao vertical .
. . . y
Seja k um numero real positivo, diferente de 1. f
Seja g afuncao definida por g(x) = kf(x) . f
b 1Y
Tem-se: 0 x|
e se k>1,ograficode g éaimagem do graficode f pela
dilatagao vertical de coeficiente k;
e se O0<k<l1 ,~o grafllco de g e an. |rnagem do grafico de f glx) = 3flx)  hix) =%f(x)
pela contragao vertical de coeficiente k.
4. Dilatacao e contracao horizontal 12,
Seja k um numero real positivo, diferente de 1. b,
O x
Seja g afuncao definida por g(x) = f(kx) .
Tem-se: g) = f2x)  hix)=f(Lx)

e se 0<k<1,ograficode g éaimagem do grafico de f
pela dilatagao horizontal de coeficiente % ;
e se k>1,o0graficode g éaimagem do graficode f pela

contracao horizontal de coeficiente %

5. Reflexao de eixo Ox e reflexao de eixo Oy

y
Seja g afuncao definida por g(x) =—f(x) . ’N, [ ,V‘

Tem-se que o grafico de g é obtido, a partir do graficode f,
por meio de uma reflexao de eixo Ox.

Seja h afuncgao definida por h(x) =f(-x) .
Tem-se que o graficode h é obtido, a partir do graficode f,
por meio de uma reflexao de eixo Oy .
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58. Na figura ao lado esta representado o grafico de uma yt
funcdo f de dominio [-4,4] .
Representa o grafico de cada uma das seguintes fun- /1
coes. N
@) x”
a) g(x) = flx) +2 b) hlx) = flx) = 1 q L
9 ilx) = fix + 1) @ j(x) = fix - 2) \/
e) k(x) =—f(x) f) I(x) = fl—=x)
59. Na figura ao lado estd representado o grafico de uma yT
funcdo f de dominio [0, 4] .
Representa o grafico de cada uma das seguintes fun- " AN
coes. >
O L x
a) g(x) = f(x) + 1 b) h(x) = flx) -3
¢) i(x) = flx +5) d) j(x) = flx - 1)
e) k(x)=-f(x) f) l(x) = fi-x)
g) m(x) = 2f(x) hy n(x) = @
) olx) = fi2x) D o =1(5)
k) g(x) =flx-2)+1 ) r(x) = 3f(x) -1
60. Na figura ao lado estd representado o grafico de uma yT
fun¢ao f de dominio [-4,-2].
Representa o grafico da fun¢ao g definida por \ / 1
glx) = _zf<_% - 2) -3. o 1 g

61. Seja f uma fun¢io de dominio R.

Seja g a fungdo cujo grafico é o transformado do grifico de f pela translacao associada
ao vetor v(3,0).

Os graficos das funcoes f e g intersetam-se num ponto.

Mostra que a fungao f ndo € injetiva.

2) AULA DIGITAL

ALUNO



3. Monotonia, extremos e concavidade

Imagem de zero e zeros de uma funcao

Dada uma funcao real de variavel real:
e aimagem de zero (caso exista) é a ordenada do ponto de y
intersegao do grafico da fungao com o eixo das ordenadas; £(0) f

® 0s objetos cuja imagem é zero (caso existam, podem ser R
varios) sao as abcissas dos pontos de intersecao do grafico / \'\\\'// x
da funcao com o eixo das abcissas; aos objetos cuja ima-
gem é zero damos o nome de zeros da fungao.

62. Determina a imagem de zero e os zeros das seguintes fungdes.
a) alx)=—+6
b) b(x)=4x*-9

¢) c(x)=x*-8x+16

d) d(x)=2x>-9x +4

e) e(x)=x

f) flx) = x> - 4x?

g) glx)=x>—-6x*+11x -6 (sabendo que g(1)=0)
(

h) h(x) = x°+ 6x* + 8x — 3 (sabendo que a fun¢do b tem um zero inteiro)

63. Sejam p e g niimeros reais. Seja g a funcio definida por g(x) = x>+ px + 4.
Determina o valor de p ede g, sabendo que g(0)=—6 e que 3 é um zero da fungio g.

3

64. Seja f a funcdo definida por f(x) = x* + ax> + bx +c,onde a, b e ¢ designam niimeros

reais.
Determina o valor de a,de b e de c,sabendo que a imagem de zero é 12 e que -2 e 1
sao zeros da funcio.

2 2
65. Considera, num referencial o.n. xOy a elipse de equagio % + =1,

4

X3 - %xz +px +q,onde p e g designam

Seja b a funcado definida por h(x) = x* - x
nameros reais.
Sabe-se que trés dos quatro vértices da elipse pertencem ao grafico da fungao 5 .

Determina a imagem de zero e os zeros da funcao 5 .
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Sinal de uma funcao

Dada uma fung3o real de variavel real e dado um conjunto A, Exemplo:
contido no dominio da fungao, dizemos que: y
e afuncao é positivaem A se qualquer elemento de A tiver /\1[ /

imagem positiva; / 1 P
¢ afuncao é negativaem A se qualquer elemento de A tiver ) N
fl

imagem negativa.
9 9 x)>0s

Do ponto de vista grafico, para vermos onde é que a fungio é ©x €1-2,0[U]3,4]

e positiva, projetamos, no eixo das abcissas, a parte do grafico
gue esta acima deste eixo;

e negativa, projetamos, no eixo das abcissas, a parte do grafico que esta abaixo deste eixo.

67.

69.

70.

Considera a funcao f definida x 0 1 2 3 4 5

pela tabela ao lado. fix) 6 3 0 _3 0 -1

a) Indica a imagem de zero e os
zeros da funcao.

b) Indica o conjunto onde a fungao é positiva.

¢) Indica o conjunto onde a fun¢io é negativa.

Na figura ao lado estd, em referencial o.n. xOy , o +
grafico de uma fun¢io g de dominio [-5, 5] .
a) Indica a imagem de zero e os zeros da fungdo.

b) Indica o conjunto onde a fungao € positiva.

. . ~ p O
¢) Indica o conjunto onde a fun¢io é negativa. /

Seja b a fungao que tem por grifico a reta r que passa
no ponto P(-2, 3) e tem a direcdo do vetor v(-1,3).

a) Define analiticamente a funcdo b .
b) Representa a reta r num referencial o.n. xOy .
¢) Indica o conjunto onde a fungio é positiva.

d) Indica o conjunto onde a fungio é negativa.

Seja g:IR — IR uma funcdo positiva em todo o seu dominio.
Seja b : IR — R a funcio definida por h(x) = g(x - 2).

A fung¢io b também é positiva em IR ? Justifica a tua resposta.

Seja /:R — IR uma fungao par tal que f(0)=-2 e Vx € R*, flx) <-2.
Indica qual das seguintes proposicdes é verdadeira:
* «A fungio f é negativaem R .»

* «A fungido [ é negativa em [0, +oo| e € positiva em |-, O] .»

N
4



Funcoes limitadas

Dada uma fungdo f de dominio D; e valores em IR, diz-se que: Exemplo:

e um numero real m é minorante de f quando y
Vx € Dy, f(x) >m; }}/\
\

e uma funcgao é minorada quando admitir um minorante; AN

e um numero real M é majorante de f quando
Vx € D, f(x) <M;
' f..(. ),\ Funcdo limitada
¢ uma funcao é majorada quando admitir um majorante; (Vx € Dp, -1 < fix) <2)

e uma fungdo é limitada se for minorada e majorada, ou
seja, se existirem m e M tais que Vx € D, m<f(x) <M.

71.

72,

73.

74.

75.

Considera o conjunto A ={0, 1,2, 3,4} .
Seja f: A = R a fungio definida por f(x) =2x + 1.
a) Determina o contradominio da funcao f.

b) Justifica que a fun¢ao f é limitada.

Seja g: IR — IR* uma funcido tal que Vx € R, g(x) < 5.

Justifica que a fungdo g € limitada.

Seja g : R — IR uma fungao tal que Vx € R, -3 < g(x) <4.
Seja b : IR — IR a funcdo definida por h(x) =-2g(x) + 5 .

Justifica que a fungdo b é limitada.

Sejam f, g, b e i as fungdes assim definidas:
f:10, +o[ = IR tal que flx)=Vx

g:10, +o[ > R tal que g(x) = _%
h:{-2,-1,0,1,2,3} > R tal que h(x) =4 -x*
i:[-5,6] > R tal que i(x)=2x+4

j:R—R tal que j(x)= x>

k:R — R tal que /e(x)=||—2
x|+

a) Indica quais destas fungoes sio majoradas e indica, para cada uma, um majorante.

b) Indica quais destas fun¢bes sao minoradas e indica, para cada uma, um minorante.

¢) Indica quais destas funcdes sdo limitadas.

Sejam A e B subconjuntos de IR disjuntos.

Seja f: A — IR uma fungdo tal que Vx € A, -4<x<6.

Seja g: B — R uma funcdo tal que Vx € B, -1 <x<8.

Seja h: AU B — R a funcido cujo grafico é a unido dos grificos das funcoes f e g.

Justifica que » €é uma funcao limitada.
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76. Seja f:R — R uma funcdo limitada.

Seja g:IR — IR uma fungdo tal que D, C D. Justifica que a fungao g ¢ limitada.

4

Monotonia

Dada uma fung@o f, de dominio Dy, e um conjunto A contido Exemplos:
em Dy, diz-se que: 7
e f é constanteem A se todos os elementos de A tiverem f 1

h 4

a mesma imagem;
e f écrescenteem A se Va,bE A, b>a=f(b)>f(a);

e f é crescente em sentido lato em A se
Va,b € A,b>a=f(b) >f(a);

Func¢ao constante

e f édecrescenteem A se Va,be A, b>a=f(b)<f(a); y
e f é decrescente em sentido latoem A se N 1] / ‘
Va,bE A, b>a=f(b)<f(a); x
e f é monénotaem A se for crescente em A ou for decres-
centeem A;

[ € decrescente em [-4,-1].
* f é monénota em sentido lato em A se for crescente em £ ¢ crescente em [-1, 3] .

sentido lato em A ou for decrescente em sentido latoem A.

Uma funcgéo f diz-se: ; yJ

e crescente, se for crescente em todo o seu dominio; \ )

e crescente em sentido lato, se for crescente em sentido \’1\_x
lato em todo o seu dominio;

¢ decrescente, se for decrescente em todo o seu dominio; Funcio decrescente

e decrescente em sentido lato, se for decrescente em
sentido lato em todo o seu dominio.

77. Considera o conjunto A ={1,2,3,4,5, 6} .
Seja f: A — IR a fungio definida pela seguinte tabela:

x 1 2 3 4 5 6
fix) =2 -1 9 9 8 5

Indica o valor légico de cada uma das seguintes proposigoes.

a) «A fungdo [ é crescente em {1,2,3}.»

b) «A funcdo [ é crescente em {1,2, 3,4} .»

c) «A funcido f é crescente em sentido lato em {1, 2, 3,4, 5} .»
d) «A fungio f é crescente em sentido lato em {2, 3,4} .»

e) «A fungio f é decrescente em {4, 5,6} .»

f) «A fungdo [ é decrescente em {3, 4, 5} .»

g) «A funcdo f é decrescente em sentido lato em {3, 4, 5, 6} .»

h) «A fungdo [ é constante em {3, 4} .»
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78.

79.

80.

81.

82.

Na figura ao lado estd representado, em referencial =+
o.n. xOy , o grafico de uma funcdo g de dominio
[-5,5].

Indica o valor logico de cada uma das seguintes pro-
posigoes. ol A P

a) «A fungio [ é crescente em [-1, 3] .»

b) «A funcdo f é decrescente em [-5,-1] .»

¢) «A funciao f é decrescente em [-4,-2] .»
d) «A fungio f é crescente em sentido lato em [-1, 4] .»

e) «A fungio f é decrescente em [-5,-1] U [3, 5] .»

Considera o conjunto A = [-3, 4] .

Para cada uma das alineas seguintes, representa, num referencial o.n. xOy , o grafico de
uma fung¢do de dominio A que seja:

a) crescente e negativa.
b) decrescente e positiva.
¢) ndo injetiva e decrescente em sentido lato.

d) decrescente em [-3, 0], constante em [0, 2] e crescente em [2, 4] .

Seja g: IR — IR uma fun¢io decrescente. Sabe-se que g(3) =35 .
Qual dos valores seguintes pode ser imagem de 1 por meio da fun¢ao g ?
(A 4 () -5 (© 8 (o) 3

Mostra que:
a) afungio /:IR — R definida por f(x) = 3x —4 é crescente;

b) a funcdo g:IR — R definida por g(x) = —x + 2 é decrescente.

Seja f: IR — IR uma funcdo decrescente.

Seja g: IR — R a fungdo definida por g(x) = —f(x) . Justifica que a fungdo g é crescente.

Extremos

Seja f uma fungao e seja a um valor pertencente ao dominio de f.
Diz-se que:

* f(a) é o minimo absoluto da fungdo se f(a) for a menor das imagens;
e f(a) é o maximo absoluto da funcao se f(a) for a maior das imagens;

e f atinge um minimo relativo (ou local) em a se existir uma vizinhanga de a tal que
aimagem de f é a menor das imagens, considerando todos os objetos pertencentes
a essa vizinhanga; diz-se entdo que f(a) é um minimo relativo (ou local) da fungao
f e que a é um minimizante de f;

continua p
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) continuagdo

¢ f atinge um maximo relativo (ou local) em a se existir uma vizinhanca de a tal que
aimagem de a é a maior das imagens, considerando todos os objetos pertencentes
a essa vizinhanga; diz-se entao que f(a) é um maximo relativo (ou local) da fungao
f e que a é um maximizante de f.

Da-se o nome de:

e extremo absoluto a um maximo ou um minimo absoluto;

¢ extremo relativo (ou local) a um maximo ou um minimo relativo.

Exemplo:
[l 1y 2 é o maximo absoluto da funcio.
1 -2 é o minimo absoluto da fun¢io.

V4

1 \/x A fun¢do atinge um minimo relativo em -3, em -1 e em 3.

A fun¢io atinge um maximo relativo em -2, em 1 e em 4.

83.

84.

85.

86.

87.

Considera o conjunto A ={1,2, 3,4, 5,6} .
Seja f: A > R definida pela tabela ao lado. Bl - 1 3 o s 1
a) Indica o contradominio da fungdo f.

b) A fun¢ido f tem um minimo absoluto. Indica o seu valor.

¢) A func¢do f tem um maximo absoluto. Indica o seu valor.
Seja g:[-1,3] — R a funcdo definida por g(x)=4-2x.
a) Indica o contradominio da fun¢ao g.

b) A fun¢io g tem dois extremos absolutos. Indica-os.

Representa, sob a forma de um intervalo, cada uma das seguintes vizinhangas.

3
3 Vals) B Vil-4) & Voas( )
Determina, na forma de um intervalo, o resultado de cada uma das seguintes interse¢oes.
a) [-3,5] N Vy(4) b) [-4, +oo[ N Vy(-4)
Na figura ao lado estd representado, em referencial o.n. *

xOy , o grafico de uma fun¢ao f de dominio [-5, 5].
Indica:

a) o contradominio da fung¢io f;

O L4l
b) o maximo absoluto da fungio f; /
¢) o minimo absoluto da funcio f;

d) os maximos relativos da fung¢do f e respetivos ma-

ximizantes;

e) os minimos relativos da funcdao f e respetivos minimizantes.



88. Sejam a e b nameros reais (@ > 0) e seja # um ndmero natural par.

Seja f: IR = IR a funcio definida por f(x) =ax"-b.

Mostra que —b é o minimo absoluto da fung¢ao f.

Concavidades

Dada uma funcgao real de variavel real f e um intervalo |
contido no dominio de f, diz-se que:

¢ o grafico de f tem a concavidade voltada para cima em
I se, dados quaisquer trés pontos A, B e C do grafico, de
abcissas a, b e c pertencentesa | e taisque a<b<c,
o declive dareta AB é inferior ao dareta BC;

¢ o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em
I se, dados quaisquer trés pontos A, B e C do grafico, de
abcissas a, b e ¢ pertencentesa | etaisque a<b<c, Concavidade voltada
o declive dareta AB é superior ao da reta BC. para cima

Propriedades:

¢ O grafico de uma funcao f tem a concavidade voltada para
cima num dado intervalo I contido no dominio de f se e s6 +
se, dados quaisquer dois pontos A e B do grafico de f, de
abcissas a e b pertencentes a |, a parte do grafico de
abcissas estritamente situadas entre a e b ficar abaixo do
segmento de reta [AB].

¢ 0 grafico de uma fungao f tem a concavidade voltada para
baixo num dado intervalo | contido no dominio de f se e s6
se, dados quaisquer dois pontos A e B do grafico de f, de Concavidade voltada
abcissas a e b pertencentes a [, a parte do grafico de B
abcissas estritamente situadas entre a e b ficar acima do
segmento de reta [AB].

(@)

89. Seja f:IR = R a funcio definida por f(x) = 5x?.
a) Sejam A e B dois pontos do grafico de f de abcissas a e b, respetivamente, com
a<b.
Mostra que o declive da reta AB é dado por 5a + 5b.

b) Sejam P, O e R trés pontos do grafico da fung¢do [, de abcissas p, g e r,respe-
tivamente, com p < g <r.

Justifica que o declive da reta PQ € menor que o declive da reta QR . O que podes
concluir acerca do sentido da concavidade do grafico da fungao f?

90. Seja f:IR — R a funcio definida por f(x) = -3x>+2x + 6 .

Justifica que o grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para baixo.
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4. Estudo elementar de algumas funcoes
e operacoes sobre funcoes
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Funcoes polinomiais

Da-se o nome de fungao polinomial a uma funcéo que pode ser definida analiticamente
por um polinémio com uma variavel.

91. Das expressoes analiticas seguintes, indica as que definem fung¢des polinomiais.

3
(a) %—\/§x2+%x—9 ) V2x
© x*+(Vxr+1+3)-6Vat+1 ® ———— 1
x“+2x+3

Funcao quadratica

Chama-se fun¢éo quadratica a toda a fungao real de variavel real que pode ser defini-
da por um polinémio de grau 2, ou seja, por uma expressao do tipo f(x) =ax?+bx+c,
onde a, b e ¢ sao constantes reais, sendo a+0.

Quando uma fungédo quadratica ndo modela uma situagdo concreta e nada é indicado
em contrario, assume-se que a fungdo tem dominio IR.

A expressdo ax?+bx +c (a#0) pode ser escrita naforma a(x—h)?+k.
O gréfico de uma fungao definida por uma expressao deste tipo é uma
parabola de vértice (h, k) .

A paréabola tem a concavidade voltada cima se a > 0, e voltada para
baixo se a<0.Aretade equagcdo x=h é eixo de simetria da parabola.

Os zeros de uma fungao definida por uma expressao do tipo f(x) = ax? + bx + ¢ (a # 0)
podem ser obtidos recorrendo a férmula resolvente de uma equagéo do segundo grau.

. -b+\Vb2-4ac A<O A=0 A>0

2a
E habitual designar a expressdo b? - 4ac pela
letra grega A (delta).
Consoante o sinal de g e o valor de A, tém-se
as seis situagoes ao lado, relativamente ao sen-
tido da concavidade do grafico e da posigao des-
te em relagdo ao eixo Ox.

a>0

a<0

Propriedades: 5
® as coordenadas do vértice da parabola sdo (—L , —A> ; /
2a 4a b
e quando o fungao tem dois zeros, a abcissa do vértice da pardbola “2a ;
é igual a média aritmética dos zeros. AO \/ X
AL




92.

93.

94.

95.

Seja f a fungido quadratica que tem por grafico a parabola cujo vértice é o ponto V(5,-4)
e que passa pelo ponto P(3, 8) .

a) Define analiticamente a fungdo f através de uma expressio da forma a(x — h)* + k .
b) Indica uma equacdo do eixo de simetria da pardbola.

¢) Indica as coordenadas do ponto Q , simétrico de P relativamente ao eixo de simetria
da parédbola.

Seja f a funcgdo definida por flx)=x>—-4.
a) Indica:
a,) os zeros da fungio f;
a;) as coordenadas do vértice, uma equagio do eixo de simetria e o sentido da conca-
vidade do gréfico da funcao f.
b) Seja a um numero real positivo e seja g a fungio definida por g(x) = af(x) .
b,) Indica os zeros da fungiao g.
b,) Qual é o sentido da concavidade do grafico da fungdo g ?
b;) Determina o valor de a, sabendo que a ordenada do vértice do grafico da func¢ao
g é-12.
¢) Seja b um numero real e seja i a func¢io definida por i(x) = g(x - h) .
¢,) Indica o sentido da concavidade do grafico da func¢ao i.
¢,) Determina o valor de » e o maior zero da fungio i, sabendo que o menor zero é 3.
¢;) Determina as coordenadas do vértice do grafico da funcio 7.
d) Seja k um numero real e seja j a funcdo definida por j(x) = i(x) + k .
d;) Calcula o valor de &, sabendo que a ordenada do vértice do grafico da fungiao j é -3.
d,) Define analiticamente a fungdo j, através de um polinémio da forma ax? + bx + ¢ .
d;) Seja P o ponto de intersecao do grafico da fungao j com o eixo Oy e sejam Q
e R os pontos de interse¢ao do grafico da fungao j com o eixo Ox . Determina
a area do triangulo [POR].

Seja f a funcdo definida por flx) = -2(x + 3)> + 4.
a) Seja A o vértice do grafico da fun¢ao f.Indica as coordenadas do ponto A .
b) Considera a circunferéncia de centro no ponto O , origem do referencial, e que passaem A .
b,) Escreve uma equacdo desta circunferéncia.
b,) O eixo de simetria do grifico da func¢do [ interseta esta circunferéncia no ponto A
e num outro ponto. Seja B esse ponto. Determina as coordenadas do ponto B.
b;) Seja C o ponto do eixo Ox tal que o quadrilatero [OABC]| é um losango.
Determina a area desse losango.

Considera a fungio g definida por g(x) = 4x> - 12x + 3.
a) Escreve a expressdo analitica da fungdo g na forma a(x - h)> + k.

b) Seja P o vértice do grafico da fungdo g.Seja r a reta que passa por O , origem do
referencial, e por P . A reta r interseta a pardbola no ponto P e num outro ponto.
Seja QO esse ponto.

Determina as coordenadas do ponto Q.

c¢) Escreve uma equagio da pardbola que tem por vértice o ponto QO e que interseta o
eixo Oy no ponto de ordenada 12.

m
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96. Seja g a funcio definida por g(x) = x> -3x + 4.

a) Determina as coordenadas do vértice da pardbola que é a representagao grafica da
fungao g.

b) Escreve uma equagio do eixo de simetria dessa pardbola.

c) Sejam A e B os pontos da pardbola de abcissas 1 e 3, respetivamente. Seja 7 a reta
paralela a reta AB e que passa no ponto O , origem do referencial. A reta 7 interseta
a parabola num ponto C . Determina a area do quadrilaitero [OABC].

97. De uma funcao quadrética f, sabe-se que:
* o vértice do grafico tem ordenada -3;
* a funcao é decrescente no intervalo |-, —1] e é crescente no intervalo [-1, +oo] ;

e 2 éum dos zeros da fungio.

a) Sem efetuar calculos, indica:
a;) a abcissa do vértice do grafico da funcio f;
a;) uma equacao do eixo de simetria do grifico da fungdo f;
a;) o sentido da concavidade do grafico da fungio f;
a,) os zeros da fungio f;
a;) o conjunto-solu¢ao da inequagao f(x) <0.
b) Determina:
b;) uma expressao analitica que defina a fungao f;

b,) as coordenadas do ponto de interse¢do do grafico da fungdo f com o eixo das
ordenadas.

98. Na figura ao lado estd representado o grafico de uma fun¢io

quadratica f. ’ f
Tal como a figura sugere, o grafico interseta o eixo Ox nos

pontos A e B eoeixo Oy no ponto C. c

Sabe-se que a abcissa de A é 1, que a abcissa de B € 3 e que

a area do triangulo [ABC] é 4. o AN__ B X
Determina as coordenadas do vértice do grafico da fungao.

99. Pretende-se construir um jardim junto a um lago, conforme a figura ilustra. Trés lados do
jardim confinam com o lago e os outros trés ficam definidos por uma rede.
Pretende-se que lados consecutivos do jardim sejam sempre perpendiculares.

Lago

]
]
]
]
]
]
]
! rede
]
]
]
]
]
]
]
]
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As dimensées indicadas na figura, da pagina anterior, estio expressas em metros. Tal
como a figura mostra, x ¢é a medida, em metros, de um dos lados do jardim. Vao ser
utilizados, na sua totalidade, 100 metros de rede.

a) Mostra que a area, em m?, do jardim, é dada, em fun¢io de x , por
a(x) = -2x* + 40x + 1400 .
b) Determina o valor de x para o qual é maxima a area do jardim e determina essa

area maxima.
in Teste Intermédio, GAVE

Inequacoes do segundo grau

Para resolver uma inequacgéao do segundo grau, podemos percorrer as seguintes
etapas:

1.2 etapa: desembaracga-se a inequagédo de paréntesis e de denominadores (quando os
houver);

2.2 etapa: passam-se todos os termos para o primeiro membro, ficando o segundo
membro igual a zero;

3.2 etapa: estuda-se, quanto ao sinal, a fungao quadratica definida pela expressao que
ficou no primeiro membro (depois de simplificada);

4.2 etapa: apresenta-se o conjunto-solugao da inequagao.

100. Determina o conjunto-solu¢do de cada uma das seguintes inequacdes.

2
a) 3x2-26<1 b) 4x2>9 ) 3x—x?>0
d) 3x2-11<4 e) x2+7>5x f) 3x2+12x +12<0
g) 4x -5 >x7 h)y (x +2)>-(2x-1)2x+1)>§

101. Numa certa oficina de automoveis, entre as oito horas da manhai e as oito horas da noite,
existemn gases toxicos misturados no ar. Admite que, num certo dia, a quantidade, em
litros, de gases toxicos misturados no ar, as ¢ horas desse dia é dada por:

1, 1
t)=—+—t, te][8,20
g(t) 250 T [ |

a) Nesse dia, que quantidade de gas toxico misturado no ar existia na oficina ao meio-
dia?
b) Nessa oficina, quando existem mais de 8 litros de gases toxicos misturados no ar, o

ambiente torna-se irrespirdvel e muito prejudicial a saude. Nesse dia, a partir de que
horas é que o ambiente se tornou irrespiravel na oficina?

102. Para cada nimero real 2, considera a fungdo f definida por f(x) = (m* —4)x? + 3x + 1.
Determina os valores de m para os quais:
a) a fung¢do [ ndo é uma funcdo quadritica;
b) a func¢do [ tem um Unico zero;
c) afungdo [ é sempre positiva;
d) a fungdo f tem dois zeros e é negativa entre eles.
113
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Funcao cubica

Chama-se funcio cubica a toda a funcao real de variavel real que pode ser definida por
um polinémio de grau 3, ou seja, por uma expressao do tipo f(x) =ax® +bx’+cx+d,
onde a, b, c e d sao constantes reais, sendo a=0.

Quando uma fungéo ctibica nao modela uma situagdo concreta e nada é indicado em
contrario, assume-se que a fungdo tem dominio IR.

Neste caso, tal como os graficos abaixo representados sugerem, prova-se que:

as fungoes cubicas tém contradominio IR ;
as fungoes cubicas tém, no minimo, um zero, e, no maximo, trés zeros;

se a> 0, o grafico comega por ter a concavidade voltada para baixo, para depois ficar
voltada para cima;
se a<0, o grafico comeca por ter a concavidade voltada para cima, para depois ficar
voltada para baixo.

103.

104.

105.

106.

Das expressoes seguintes, indica as que definem fungdes cubicas e, para cada uma dessas,
considerando-a na forma ax® + bx* + ¢x + d , indica os valoresde a, b, c e d.
2

9 200 —x 41 b) x31+1 c)%
d) x*(x—1)—(x2-1)x e) (x2—2x)% —x(x*+1) f) 2x-1)>
Determina o(s) zero(s) da fungdo cabica f definida por:
a) flx)=x>-8 b) flx)=x>-2x

253 — x?
c) f(x):T d) flx) =2(x + 1)(2 - x)(x - 3)

3

) fl) = L f flx) = (2 + 1)(x + 3)
g) flx)=2x3+x? - x h) fix) =4x* —x3 - Sx +2

Define analiticamente uma fung¢ao polinomial f, de grau 3, sabendo que:

a) —2,1e2s3oo0szerosde f eque f(-1)=4.

b) o polinémio f(x) tem uma raiz de multiplicidade 2 igual a -1, uma raiz simples igual
a 2 e que o resto da divisdo inteira de f(x) por x +3 € 10.

¢) o polinébmio f(x) tem apenas a raiz 0 e que o resto da divisdo inteira de f(x) por
x+1 é2.

Define analiticamente cada uma das funcdes cubicas representadas graficamente em
referencial o.n. xOy .

a) yT b) vt c) y
1
k

[R” TATTF

1




107. Seja a um ndamero real ndo nulo. Em cada alinea, a fun¢do que esta definida analitica-
mente ndo pode ser a que estd representada graficamente. Explica porqué.

a) f(x) =x(x—a)(x +a) b) glx)=(x—a+1)(x-a)(x—-a-1)
i1 A
AN :
f o Jg F
™
¢) h(x)=(x—a)x>+1) d) j(x) =a(x —a)(x?+ 1)
i1 1
/]

Inequacgoes do terceiro grau

Para resolver uma inequacao do terceiro grau, podemos percorrer as seguintes etapas:

1.2 etapa: desembaracga-se a inequagédo de paréntesis e de denominadores (quando os
houver);

2.2 etapa: passam-se todos os termos para o primeiro membro, ficando o segundo
membro igual a zero;

3.2 etapa: fatoriza-se a expressao que ficou no primeiro membro (depois de simplificada);
4.2 etapa: faz-se um quadro de zeros e sinais;
5.2 etapa: apresenta-se o conjunto-solugao da inequagao.

108. Determina o conjunto-solu¢do de cada uma das inequacdes seguintes.

a) x> <4x b) (1-x2)(x+2)>0 ¢) x>+8>0
d) x(x?—2) > 2 ¢ %(x2—1)<x3—x f) (2-x)x=-32<0

g) 2x° +2<(x+1)

109. Seja a um numero real negativo e seja f a fungao polinomial definida por
flx)=alx + 1)(x = 2)(x-3) .

Qual é o conjunto-solug¢io da condi¢do f(x)>0?

115
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110.

111.

112.

113.

114.

Cada uma das funcdes que a seguir se definem tem pelo menos dois zeros que sio nu-
meros inteiros.

Determina, para cada uma delas, os zeros e o conjunto-solu¢do da condi¢ao f(x) <0 .
a) fix)=2x*+3x3 —4x? - 3x +2 b) flx) = x* + 3x° — 4x
o) flx) = (x + 1)*(x - 2)°

Define analiticamente cada uma das fun¢oes polinomiais de grau 4 representadas grafi-
camente em referencial o.n. xOy .

a) yA h b) -~ C) '

~

1

o] =

) 4

Sejam a e b ntimeros reais e seja f a funcio definida por f(x) = ax® + bx> -9 . Sabe-se
que 1 é zero da fungdo f e que o resto da divisdo inteira de f(x) por x +1 é—4.

a) Determina a e b.

b) Admite que a=2 eque b=7.
b)) Fatoriza o polinémio f{x) .
b,) Constr6i um quadro de variagio de sinal da fun¢do f.
by) Esboga o grafico da funcdo f num referencial o.n. xOy .

b,) Seja k um numero real e seja b a funcdo definida por h(x) = f(x) + k . Determina
o conjunto dos valores de k para os quais a funcao / tem um tnico zero e esse
zero € um namero negativo.

Sex?—4x e glx)=2x(x—-1).

Sejam [ e g as fungdes definidas por f(x) = x
a) Determina as coordenadas dos pontos de interse¢ao dos graficos das fungoes [ e g.

b) Os pontos que determinaste na alinea a) sdo vértices de um poligono. Determina a
sua area e o seu perimetro.

(x + 1)(x-2)(x - 3)

3 b
parcialmente representada no referencial da figura ao lado.

Seja [ a funcdo definida por f(x) =

Os pontos A, B, C e D pertencem ao grafico da funcdo [
e pertencem aos eixos coordenados.

a) Determina a 4rea do triangulo [BCD].

b) Sejam b e j as funcdes definidas por h(x) = f(%) e por j(x) = f(—x) . Quais sdo os
zeros de b e quais sdo os zeros de j ?

¢) Seja k um namero real e seja ¢ a funcdo definida por #(x) = f(x — k) . Determina
o conjunto dos valores de k para os quais a fungdo # tem um zero positivo e dois
Z€eros negativos.

d) Considera a reta que passa no ponto A e no ponto do grafico de f que tem abcissa 1.

116

Essa reta interseta o grafico de f num outro ponto. Determina as coordenadas desse
ponto sem recorrer a calculadora.



8x% + 10x — 23
N)

-se sobre o grifico de g entre a origem do referencial e o ponto cuja abcissa é o zero po-

sitivo de g, nunca coincidindo com qualquer destes pontos. A cada posi¢ao do ponto P

corresponde um ponto Q , no eixo das ordenadas, de modo que o tridingulo [OPQ] é

sempre um tridngulo isésceles, com OP = PO . Seja x a abcissa do ponto P .

115. Considera a fun¢io polinomial g definida por .Um ponto P desloca-

Define analiticamente a fun¢do que da a drea do tridngulo [OPQ] em fun¢io de x e, re-
correndo a calculadora, determina o valor de x para o qual a drea do tridngulo é maxima.
Desenha um esbogo do grafico que visualizaste na calculadora e apresenta o valor pedido
arredondado as décimas.

Funcoes definidas por ramos

Diz-se que uma funcéo esta definida por ramos quando esta definida através da apre-
sentagdo de expressoes correspondentes a diferentes partes do seu dominio.
Exemplo:

x* se x < -2

A funcio g:[-3,3] = R tal que g(x) ={x>+1 se x € [-1,1] estd definida por
- + 2 se x € |1,

3]
ramos e esta representada graficamente no referencial o.n. y
ao lado.
1 ‘\g

3 40| 1 \%x

x? se x éimpar

116. Seja f:{1,2,3,4} > R tal que f(x) =

X )
_ ‘ = se x épar
Determina D'f . 2

2 se x éirracional
117. g: R > R tal que g(x) = ﬁ
5 se x éracional
. 6 1 9
& Determina g(-1), g(V4), gV5), &3 ), sz ) € g2 )
b) Determina os objetos cujas imagens por g sdo, respetivamente, %, V3 e —%.

x:-1 se x<0

118. Considera a fung¢ao f definida por f(x) =
2x—-1 se x>0

a) Determina f(—\/i) s f(\/i) , f(3) e fla’>+2),sendo a um nimero real qualquer.
b) Resolve a equacgdo f(x)=8.

¢) Representa graficamente a restricao da funcao f ao intervalo [-2, 3] eindica D'f[-2, 3].

17
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119. Considera a funcdo g representada graficamente. st
O grafico ao lado € a reunido de um segmento de reta o
com parte de uma parabola de vértice no ponto de coor- 1

denadas (2,-2). A 0 1=
a) Determina os conjuntos-solu¢io de cada uma das

condi¢oes:

a) glx)=-1
a,) glx) <-1
b) Indica o numero de solugdes da equacio g(x) = g(-x) .
¢) Indica um intervalo em que g seja injetiva.
d) Constréi uma tabela de variagio (monotonia e extremos) para a fun¢do g .

e) Define analiticamente a fun¢io g .

X +x?-2x  se x<0
120. Seja h:IR — R a fungio definida por h(x) =

x2—4x + 6 se x>0
Sejam A e B os pontos em que o grifico de b interseta o eixo das abcissas e o eixo
das ordenadas, respetivamente.
Seja P o ponto de coordenadas (2, 0) . Considera a reta que passa em P e é paralela
areta AB.Sejam C e D os pontos de abcissa positiva em que essa reta interseta o
graficode b .

Determina a area do triangulo [BCD] .

Funcao médulo

0 médulo de um niimero real é:

* 0 proprio nimero, se o nimero for maior ou igual a zero;

* 0 simétrico do niimero, se o niimero for menor do que zero.
O gréfico da fungio definida por f(x) = |x| é:

-x se x<0
x| =
x sex>0

De um modo geral:

Dados ndmeros reais a, h e k, a+0, o gréfico da fungao definida por f(x)=a|x—h|+k
é a unido de duas semirretas com a mesma origem, a qual se desigha por vértice
e cujas coordenadas sdo (h, k) . As semirretas «apontam» para cimase a >0, e
«apontam» para baixo se a < 0. O grafico tem um eixo de simetria, que é a reta de
equagao x=h.

118



121. Astrés funcdes representadas graficamente podem ser definidas por expressdes da forma
alx—hl+k coma,he keR, az0.

F'S

y| y y

\ g ;
./ R . 1

O 1 X (@] 1 X

A 4

O 1 X

Define cada uma delas por uma expressio dessa forma.

122. Sejam f e g as funcdes, de dominio IR, definidas por flx)=-2[x-1|+1 e
g(x) = |2x = 3| = 2 . Define analiticamente cada uma delas sem usar «mé6dulo».

123. A fun¢io f,de dominio IR, definida por f{x) = 3 —|5 — 2x| , pode ser definida por uma
expressio da forma f(x) =alx-h|+ k,com a, h e k€R, a+0.Define f por uma
expressdao dessa forma e representa-a graficamente.

Funcao composta de duas funcoées das quais uma
é a fungcao maédulo

Dada uma fungéo f, de dominio D, tem-se:

—f(x) se f(x)<O fx) se x<0
|fee)| = .para xeD;  fi(x)) = »para x tal que |x| € D;
fx) se fix)>0 fix) se x>0

—x-2 se —4<x<0
124. Seja f a fungao, de dominio [-4, 4], definida por f(x) =
-2 se 0<x<4

a) Representa graficamente a fungiao f.

b) Sejam g e j as funcdes definidas por g(x) = |f(x)| e j(x) = f(|x|) . Representa grafica-
mente as fungoes g e j e define-as analiticamente sem usar «modulo».

125. Seja f a funcdo representada graficamente no referencial seguinte.

y

f/l/./

Ol 1 / x’

Representa graficamente as fungdes g e j definidas por g(x) = |f(x)| e j(x) = f(|x]) .
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y

Equacoes e inequacodes envolvendo a fun¢dao médulo

Seja @ um numero real maior ou igual a zero.

Tém-se as seguintes equivaléncias (para qualquer nimero real x):

e X=aex=-aVx=a * X <aex>-aAx<a e x>aex<-avx>a
Se a é um ndmero real negativo, as condigdes |x| =a e |x| < a s&o as condigbes im-
possiveis e a condi¢do |x| > a é uma condig3o universal.

Em geral, dado um nimero real a maior ou igual a zero e uma fungdo f de dominio Dy,
tém-se as seguintes equivaléncias (para qualquer x pertence a Dj):

* fl=aefi)=-aVfix)=a

* f|<aefix)>-aAflx)<a

* f>a < fix)<-aVfx)>a

Exemplo:

x> -1<3ex*-1>3Ax%-1<3ex*+2>0Ax*-4<0ex’-4<0s

o 2<x<2 CS=1]-2,-2[

126.

127.

128.

129.

Determina o conjunto-solugiao de cada uma das condigoes seguintes.

a) |x| =2 b) |x| -3 =V2 o x| +3=V2

d) || = 8 e)|1-2x[-3=0 ) lx—1]=2-3x
g) |Sx - 1] =|7x + 5| h) x> —4|x| +3=0 ) x| < V2
j)‘l—%‘—3>0 k) |2x| +4>0 ) |-2x| < 4

m) x> +1]-5>0 n4-2x-3>1 o) [x*-5|<4

p) |x? + Sx-3|>3 q) |x2 - 3x + 5| <2 ) |2x% + Sx + 3| <3
s) [2x - 5| > [2x + 1] t) [2x = 5| > [3x + 1|

Considera as fun¢des f e g definidas por f(x) = |x + 2| e por g(x) = |4 - 2x]|.
Resolve, por métodos analiticos e por métodos graficos, as condi¢cdes f(x) = g(x) e

flx) > g(x) .

Sejam a e b numeros reais ndo nulos. Determina os valores de a e b sabendo que 1
e 3 sdo solucdes da condi¢io |ax —b| =4 .

sx20]_

2

a) Esboga o grafico da funcdo [ num referencial o.n. xOy e determina a drea do
triangulo cujos vértices sao os pontos em que o grafico de f interseta os eixos coor-

Considera a fungdo f definida por f(x) 3.

denados.
b) Estuda a fun¢do quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos.

¢) Determina o contradominio da funcdo g definida por g(x) =2 —f(x + 3) .



130. No referencial o.n. da figura ao lado, estio representa- 1
das as funcdes f e g definidas por f(x)=|x-2|-2 e y
A
glx)=3-1|x+1].
Justifica que [ABCD] é um retangulo e determina a sua = -
area. c
D

131. Seja f:[-3,2] =R a funcido definida por f(x) = |2x + 1] .

a) Representa graficamente a fun¢do f num plano em que estd fixado um referencial
o.n. xOy .

b) Justifica que f é uma fun¢ao limitada.

c) Sejam A e B os pontos de interse¢ao do grifico de f com a reta de equacdo y=3 e
sejam C e D os pontos de interse¢ao do grafico de f com a reta de equacao y=35.
Determina a drea do quadrilatero [ABCD] .

d) Seja h a fungao definida por h(x) = - f(%) +3.

d;) Representa graficamente a fungdo » num referencial do plano.

d,) Indica os intervalos maximais de monotonia de / e identifica os seus extremos.

Funcio raiz quadrada
Da-se o nome de fungao raiz quadrada a funcao de dominio e conjunto de chegada
[0, +o[ , definida por f(x)="Vx.

Esta fungdo é a fungdo inversa da fungao Y
g: [0, +oo[ = [0, +o<[ , definida por g(x) =x2.

O grafico desta fungdo f definida por

f(x) = \/; encontra-se representado ao I
lado. o)

A partir deste grafico, podemos obter o grafico de qualquer fungdo definida por uma

expressdo do tipo y=a\/x-h+k,com a, he kR, a=0.

Exemplos:

*gx)=Vx+3-2 °j(x)=2Vx—-1+2

-~ o~

Y y
1..

/ O i x|
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132. No referencial estd representada, a cor de laranja, — 41

parte do grafico da fungio y = Vx .

Define analiticamente as fungées f e g cujos
graficos se podem obter a partir desse grafico por | f

A 4

translacoes e/ou reflexdes. ol 1 /

133. Sejam b, k, j e t as fungdes sobrejetivas assim

definidas:

Dy, =[-2,+0[ e h(x)=Vx+2-1
Dy, = |-, 0] e k(x) = x>
D;=]-,4] e j(x)=1+V4-x
D,=[1,+%[ e j(x)=2—(x—1)

Caracteriza a fung¢io inversa de cada uma destas fungoes.

Resolucao de equacgoes e inequacgodes irracionais
envolvendo radicais quadraticos

Na resolugdo de equagoes, é comum substituirmos a equagdo dada por outra equiva-
lente e assim sucessivamente até obtermos uma equagao equivalente a primeira e cujo
conjunto-solucao conseguimos de imediato identificar.

No que respeita as equagoes irracionais, nem sempre é assim, pois, dados nimeros
reais a e b,se a=b, entdo a?=b?, mas o facto de se ter a?=b? nao garante a=b.

Assim, quando elevamos os dois membros de uma equagao ao quadrado, podemos nao
obter uma equagao equivalente a inicial. Mas podemos garantir que o conjunto-solugao
da primeira esta contido no conjunto-solugao da segunda e, portanto, o que fazemos é
verificar quais das solugdes da equagao obtida depois de elevarmos os dois membros
ao quadrado também sao solugao da equagao inicial.

No caso de resolvermos inequagoes irracionais, dado que néo é possivel fazer a «verifi-
cacgao» das solugdes, procuramos obter sempre condigoes equivalentes.

Exemplo:
VI0-2x+S=xoV10-2x=x-5= (V10-2x)* = (x - §)* &
S10-2x=x>-10x+25 = x?-8x+15=0=x=3Vx="5

Como ndo temos a garantia de a condigdo x = 3 V x = 5 ser equivalente a equacdo
inicial, vamos verificar se, na realidade, 3 e § satisfazem a equacdo dada.

Substituindo, na equagio inicial, x por 3 obtemos V10-2x 3 =3 -5, que é equivalen-
tea V4 =-2 .Trata-se de uma proposicao falsa e, portanto, 3 nao é solu¢ao da equacgao.

Substituindo, na equagao inicial, x por 5 obtemos VV10-2 x5 =5-15, que é equivalen-
tea V0 = 0. Trata-se de uma proposicio verdadeira e, portanto, 5 ¢ solucio da equacio.

O conjunto-solugao da equagio V10 -2x +5=x é {5}.




134.

135.

136.

137.

138.

139.

Determina o conjunto-solu¢do de cada uma das condic¢des seguintes.

a) V3-2x=3 b) V2x -1 =x ) V2x+1+3=0

d) V3x+1-1=x ) V1-2x-Vx+13=0 f2x+V2-x=1

@ 2x=5-Vxr+2x-15 n)Vaxt=x D) Val—4x+4=2-x
DVx+1+V2-x=0 K Vx+1+Vai-1=0 0nV2x+1-V2-x=0
m) Vx + 1< 3 n)2-V1-x<4 0 1-V2x+1>x

P Vx+1+V3-x>0 QP Vx+1+V1-x2>0 N Vx>x

Seja @ um numero real e seja g a fun¢ao definida por g(x) = Vx—-a+ 2.

a) Determina a sabendo que o grafico de g num referencial o.n. xOy interseta o eixo
das ordenadas no ponto de ordenada 4.

b) Considera a=-4.
b,) Determina a abcissa do ponto do grafico de g que tem ordenada 3.

b,) Determina as coordenadas do ponto do grifico de g cuja ordenada € igual ao
dobro da abcissa.

Sejam b e j as fungoes definidas por h(x)=x-1 e j(x) = VS + x, de dominios R e
[-5, +oof , respetivamente.
a) Prova que as fungdes h e j ndo sdo permutdveis, ou seja, prova que hoj#joh .

b) Resolve a equagdo h(x) =j(x) e interpreta a solu¢ao em termos de representacdo grafica.

Aigualdade p =aVx +b (a,b € R) relaciona o preco, em euros, que um fornecedor cobra
por cada unidade numa encomenda de x milhares de unidades de um determinado produto.

a) Sabendo que, para uma encomenda de 16 000 unidades, o preco por unidade é
3 euros e que, no caso de uma encomenda de 9000 unidades, o preco por unidade é
5 euros, provaque a=-2 e b=11.

b) Determina qual é o nimero minimo de unidades de uma encomenda para que o prego
por unidade seja inferior a 2 euros.

A procura do jogo Mat A, em fun¢ao do preco p , em euros, a que é vendido é dada,
aproximadamente, por A(p) = V180 - 3,6p ,sendo A(p) o numero de clientes, em mi-
lhares, que vdo comprar o jogo ao preco p .

A procura de um outro jogo, o Mat B, é dada aproximadamente, também em milhares,
por B(p) =15-0,3p ,sendo p o preco a que o jogo é vendido, em euros.

a) Quantos serdo os clientes, se 0 jogo Mat A for vendido a 10 euros?

b) Se ha 6000 clientes para o jogo Mat A, a que preco estd a ser comercializado?

¢) Ha um prego de venda para os dois jogos que garante igual procura. Qual é esse prego?

d) Qual dos jogos permite maior receita (ndo havendo restri¢oes de fabrico)? Recorre a
calculadora para responder a esta questdo.

Considera, num referencial o.n. xOy , a reta r de equagdo y = 2x .Seja P o ponto
de coordenadas (3,-5 ). Determina as coordenadas dos pontos da reta r que distam
5 unidades do ponto P.
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140.

141.

142.

143.

144.

Seja [ a fungdo sobrejetiva, de dominio ]—OO,% , definida por f(x)=V5-2x-1.
a) Considera o grifico da fun¢do f num referencial o.n. do plano. H4 um ponto no gra-

fico de f cuja ordenada é igual ao dobro da abcissa. Determina as suas coordenadas.

b) Define a funcdo inversa de .

Seja g a fun¢do, de dominio [—%, +00[ , definida por g(x) = V5x + 1 . Considera o

grafico da fun¢do g num plano munido de um referencial o.n. xOy . Seja A o ponto
do grafico de g tal que d(A, O) =35 eseja B o ponto do eixo das abcissas que tem
abcissa igual a de A . Considera que um ponto C, de abcissa superior a abcissa de A ,
se desloca ao longo do grafico de g .

Para cada posi¢dao do ponto C,seja x asua abcissa e seja f a fun¢io que a cada valor
de x faz corresponder a area do tridngulo [ABC] .

a) Define a fun¢ao [ (indica dominio de f e uma expressao de f(x) ).

b) Determina a abcissa do ponto C para a qual o triangulo [ABC] tem area 6.

Considera a funcdo sobrejetiva f, de dominio [0, +[ , definida por f(x) = V2x .
a) Caracteriza a funcio inversa de f e esboca o grafico de f e de f' no mesmo refe-
rencial.

b) Seja P(x,y) um ponto do grafico de f.
b,) Mostra que a distincia de P ao ponto A(3,0) é dada por Vx?-4x +9.

b,) Determina as coordenadas dos pontos do grafico de f cuja distanciaa A € igual
a\e.

b;) Recorrendo a calculadora, determina as coordenadas do ponto do grafico de [
que estd mais proximo de A .

x?-2x-3 se x<2
Seja f:R — IR a fun¢ido definida por f(x) =
x-2-3 se x =2
a) Determina os zeros de f.
b) Resolve a equagao f(x) = f(66) .

¢) Seja C o ponto de coordenadas (0, 1),seja B o ponto em que o grafico de f inter-
seta o eixo das ordenadas e seja A o ponto do grafico de f, com abcissa superior a 2,
que esta a igual distincia de B ede C.

Mostra que o perimetro do tridngulo [ABC] éiguala 4 + 4V10.

x?+2x+3 se 2<x<1
Seja g: IR — IR a fung¢do definida por g(x) =
4-Vx-1 se 1<x<17

a) Determina os zeros de g.
b) Determina os intervalos em que g € positiva.
¢) Representa graficamente a fungdo g.

d) Determina os intervalos maximais de monotonia da funcdo g e identifica os extre-
mos da funcio.



Funcao raiz cubica
Da-se o nome de fungao raiz ctibica a fungao de dominio e conjunto de chegada R,
definida por f(x) = \3& .

Esta fungao é a fungdo inversa da fungdo g: IR —IR definida por g(x) =x3.

0 gréfico da fungdo f encontra-se representado 1

ao lado. y=Rx
1..
A partir deste grafico, podemos obter o grafco /
de qualquer fung¢ao definida por uma expressao /’ 1 x
3
do tipo y=a\Vx-h+k,com a, h e ke R,

az0.

145. Determina o conjunto-solu¢io de cada uma das condicoes seguintes.

) V3-x=2 b) 2—3V1-2x=11
9 Val+3x—1=3 a Vet 1-Vai-1=0
e)\%m+\3/x2— =0 f) \3/x3+1=x+1

%-3 1%21 hy 2+ V8—x2>0

i) \3/x+1+\3/x+3>0

g)

146. Um recipiente com forma cénica tem 1 metro de altura. O raio m

da base é 0,6 metros.

a) Determina a capacidade do recipiente. Apresenta o resultado w

em m>.
1m
b) Mostra que o volume, em m?, de liquido contido no recipiente

pode ser dado por 0,12mh? , sendo b a altura, em m, que o
liquido atinge no recipiente.

¢) Determina a altura que o liquido atinge no recipiente quando este contém 48 litros de
liquido. Apresenta o resultado em cm, arredondado as unidades.

d) Define a fungdo que da a altura, em metros, que o liquido atinge no recipiente em

fun¢do do seu volume, em m?, e representa graficamente essa funcio.

\3/x—1+2 se x<0
147. Seja f: IR — IR a fung¢ao definida por f(x) =
2% -x+1 se x>0

a) Determina a imagem de zero e os zeros de f.

b) Determina o(s) intervalo(s) em que a fungio € positiva.
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y

Operagoes com fungoes
Sejam f e g fungoes reais de variavel real.
Seja oo um nimero real e seja r um niimero racional.

Definem-se as fungdes f+g, fg, ; ,af e f* do seguinte modo:

* f+g:D;N Dy —R tal que (f+g)(x) =f(x) + g(x)
* fg:D;N Dy —R tal que (fg)(x) = f(x) x g(x)
f, : foq_ ¥
E'Dfm {x€Dg:g(x) #0} - R tal que g(x) = o
* of: D;—>R tal que (af)(x) = of(x)
e f é afungao definida por f'(x) =[f(x)]" e cujo dominio é o conjunto dos niimeros reais
para os quais [f(x)]" tem significado.

148. Considera as fungoes [ e g, de dominio (1,2, 3,4, 5}, definidas por

X .
x 1 2 3 4 5 B ¢ x ¢ par
2l -1 o0 1 o -1 epor gx) =) .
se x é impar
a) Calcula:
a) (f+8)2) a,) (fxg)(5) ag) (f°g)(3)
b) Determina o dominio das funcdes:
b) f-2g bs) % o)

¢) Determina os zeros da fung¢io fx g.

149. Considera as fungoes f e g, de dominio IR, definidas, respetivamente, por f(x)=x -3
e g(x)=x? eafungio b ,de dominio [1, +co[ , definida por h(x) = Va-1-2.

a) Calcula:

a) (h-1)(1) a;) (fxg)(-1) ag) (foh)(3)
b) Determina o dominio das funcdes:

by) % b,) % b)) hog

150. No referencial da figura ao ladoestao representadas a fun-
¢do afim f e a fun¢dao quadratica g .

a) Calcula:
a) (f-2)1) 2 £<2>
b) Determina o dominio das funcdes: i
1
b,) b b,) \/§ b)) —
g 3

¢) Mostra que o ponto de coordenadas (4, —4) pertence
ao grafico da fungdo fx g.



151.

152.

153.

154.

155.

d)
e)
f)
g)
h)

Determina a ordenada do ponto do grafico da fungdo f+ g que tem abcissa 2.

Determina as solu¢des da equagdo (fo g)(x) =3 .
Determina os zeros da fun¢io f—g.

Determina o conjunto-solugio da condicao (f x g)(x)>0.
Define analiticamente a fun¢do f e a fun¢io g.

Caracteriza a fungdo fx g e apresenta (f x g)(x) na forma de polinémio reduzido.

Qual pode ser o niimero de zeros:

a)
b)

Considera as funcoes afins f e g representadas 2

da soma de duas fung¢oes afins? Explica a tua resposta.

da soma de uma fun¢do quadratica com uma func¢io afim? Explica a tua resposta.

graficamente pelas retas 7 e s, respetivamente. r s

a)

b)

. . - (0, b)
Determlna, caso existam, OS zeros das fungoes

fre. f-g. frgeLl. e ) @9,

Admite que b =2 e representa graficamente
a fungdo fxg.

Considera as fungoes f e g definidas por flx) = V6 -x e g(x) =2+ Vx -2 ,respe-
tivamente.

a)
b)

Considera a func¢ao [ representada graficamente e a fun¢ao vt
g:

a)

b)

c)

Considera a fun¢do f definida por f(x) =2 -x.Seja g uma funcdo
polinomial de grau 3, representada graficamente no referencial o.n.
da figura ao lado.

a)

b)

c)

Determina o dominio de cada uma das funcdes.

Seja h = g—f.Determina o dominio e os zeros da fun¢ao b .

R — IR definida por g(x) =1 -x>.
Calcula: 1 f / )
/

a) (f+g)(1) a,) (gx[)(-2)

ay & a) (g0 f)(~
3) Zf( 3) ) (gof)(-1)

Determina o dominio das funcoes:
by L ba) Vf bs) Vg

Define analiticamente a fungao f+g.

Determina o dominio das funcdes f+g e S .

](
f

Indica o nimero de zeros das fungoes f-g e L.

Resolve a condigao f+g(x)>0.

2 AULA DIGITAL

ALUNO







1. Caracteristicas amostrais

O simbolo de somatorio

Dados n €IN e uma sequéncia de numeros reais (xq, X, ... , X,;) , @ soma X; + Xy + ... + X,,

n n n
pode ser representada por )’ x (ou por ) X; ,oupor ». X;j,0upor ..
k=1 i=1 j=1

n
A expressdo Y xi lé-se «<somatériodela n de xi ».
k=1

Dados nimeros naturais m e n (m<n),asoma X, + X1+ ..+ X, pode ser repre-

n
sentada por D’ x.
k=m

Exemplos:
4 7
©124+22+32+47= Y K °\/§+\/g+\/_=z\/i_
k=1 i=5

Propriedades:

k=1 k=1
n m

* Y xk= D X+ Y X (m<n)
k=1 k=1  k=m+1

1. Representa as seguintes somas utilizando o simbolo de somatério.

a) P+23+33+43+53+6° b) £+£+£

S 6 7
c) VI0+V11+V12+V13

2. Determina o valor de:

4 3 ) S
a) Yk b) Y (jx2) 0 X (2p-1)7
k=1 f:l p:l
6 6
d) Y li(i+1)] e X (-2)
i=1 n=1
3. Indica o valor logico de cada uma das seguintes proposigoes.
10 10 10 20 20
DIDNGERIED WD I B Y (1+k) =1+ &
j=1 =1 j=1 k=1 k=1
30 30 20 2 20
0 S(n+2)n-2)=-120+ 31> a 3 mremed o S m

n=1 n=1 m=1 m+ 3 m=1
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4. Mostra que:

1 50 50 )
a);(Z (107) - 72;): >
j=1

j=1 N

60 60
) ¥ (k—2)2+42 k=240+ 3 k2
k=1 k=1 k=1

+4) 4) 8 70
0 ZP_ Z -4 _8

3 p:l
80

80
Z(3n+l_2n+2 223n+322n_ Z Zn)

n=1 n=1
5. Determina x € R tal que:

20 k 18 k
a) Y —=x+ p — b) (k +x) = (k + x)
ko1 3 k=13

Variavel estatistica quantitativa

Variavel estatistica quantitativa em determinada populagao é uma fungao numérica
definida na populagao, cujo valor em cada unidade estatistica é o valor que mede a
caracteristica em estudo nesse elemento da populacao.

Exemplo: na populacdo dos habitantes de uma aldeia, uma varidvel estatistica quantitativa é
a altura (medida, por exemplo, em metros); esta varidavel é uma fungiao que a cada habitante
(unidade estatistica) faz corresponder a sua altura.

Amostra de uma variavel estatistica

Dadas uma variavel estatistica quantitativa x em determinada populagao e uma amos-
tra de dimensao n dessa populagao, cujos elementos estao numerados de1la n, repre-
senta-se por x; o valor da variavel x no elemento da amostra com o nimero i.

Representa-se por x a sequéncia (xi, X, ... , X;) , @ qual se designa por amostra da
variavel estatistica x, ou, mais simplesmente, por amostra.

Os valores xj, Xy, .., X, sao designados valores da amostra.

Dados agrupados

Seja x = (xy, X2, ... , X;) uma amostra de dimensao n.Suponhamos que a amostratem m
valores distintos: X, X3 , ..., X,y (L<m<n) .0 conjunto destes valores representa-se por x
(x = {X1, X2, « y Xn}). Podemos considerar uma tabela de frequéncias absolutas.

Valores distintos da amostra X1 | X .. X,

Frequéncias absolutas n 7, e my,

m
Tem-se Z nj=n (a soma das frequéncias absolutas é igual a dimens&o da amostra).
j=1

continua p
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) continuagdo

Média
Seja x = (xq, X2, ... , X,) uma amostra de dimensdo n de uma variavel estatistica quanti-
tativa.

A média da amostra x representa-se por x.Tem-se X =

n —
2 X n;
j=1

Para dados agrupados tem-se X = ,onde X;, X, .., X, representamos m

n
valores distintos da amostra x e n; afrequéncia absoluta de )?]

Propriedades:

Seja x = (X1, X2, ... , X;) uma amostra de dimens&o n.

e Sejam a e h numeros reais. Seja y=ax + h=(ax; + h, ax, + h, ..., ax, + h) . Entao,
y=ax+h.

* Se naamostra x alterarmos um valor x;, a média também se altera.

Em virtude desta segunda propriedade, diz-se que a média é uma caracteristica
amostral «com pouca resisténcia».

6. A mae do Pedro nido quer que ele esteja sentado diante do computador, em média, mais do
que uma hora e meia por dia. Apresentam-se a seguir os tempos, em horas, que o Pedro
esteve sentado diante do computador durante os tltimos doze dias.

1,4 1,8 1,58 1,5 1,6 1,5 1,85 1,65 1,48 1,68 1,8 1,3

Calcula a média destes tempos e verifica se 0 Pedro cumpriu ou nio as recomendacoes da mae.

7. Num certo jogo de futebol foram registadas as distancias, em quilémetros, percorridas
pelos catorze jogadores de campo que nao foram substituidos (jogador de campo é um
jogador que nao é guarda-redes). Apresentam-se a seguir essas distancias.

92 102 10,6 9,1 10,8 9,9 11,1 9,3 11,2 10,5 9,5 10,7 9,8 10,9

a) Qual é a média das distancias percorridas por estes catorze jogadores durante esse jogo?

b) Se nenhum jogador tivesse sido substituido, qual seria a totalidade de quilometros que
os vinte jogadores de campo teriam percorrido, admitindo que a média ndo se alterava?

8. Os catorze jogadores de uma equipa de basquetebol foram divididos em dois grupos,
ficando oito num dos grupos e os restantes seis no outro grupo. Apresentam-se a seguir as
alturas, em metros, dos oito jogadores do primeiro grupo.

1,99 1,82 1,86 1,90 1,84 1,86 1,91 1,94
a) Qual é a média das alturas destes oito basquetebolistas?

b) Sabe-se que a média das alturas dos seis jogadores do segundo
grupo é 1,82 metros. Qual é a média das alturas dos catorze
jogadores desta equipa de basquetebol?
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9. Nas ultimas férias, a Filipa leu um romance policial. Ela leu entre oito e treze paginas por

dia. Na tabela seguinte é indicado o numero de dias que ela leu oito paginas, o nimero de
dias que ela leu nove paginas, e assim sucessivamente.

Numero de paginas lidas 8 9 10 11 12 13
Numero de dias 5 4 9 5 3 1

a) Quantos dias demorou a Filipa a ler o romance?
b) Quantas paginas tem o livro?

¢) Em média, quantas paginas leu a Filipa por dia?

10. Uma equipa de estafeta 4 x 100 realizou um treino. Re-
gistaram-se os tempos dos quatro atletas. Sabe-se que
o 1.° atleta percorreu os primeiros 100 metros em
10,3 segundos, o 2.° atleta demorou 9,6 segundos e o

4.° atleta gastou 9,4 segundos a cumprir os ultimos 100 metros.

Determina quanto tempo levou o 3.° atleta a percorrer os
seus 100 metros, sabendo que a média dos quatro tempos é 9,7 segundos.

11. Em duas cidades, A e B, foram registadas as temperaturas maximas, medidas em graus
Celsius, que foram observadas em cada dia do més de abril de um certo ano. Na cidade A,
a média dessas temperaturas maximas foi de 15 °C.

a) Na cidade B, as temperaturas maximas didrias foram iguais as da cidade A, a exce¢ao
de seis dias, em que foram de mais 1 °C. Qual foi, nesse més, a média das temperaturas
maximas didrias na cidade B?

b) Designando por C uma dada temperatura em graus Celsius e por F a correspondente
temperatura em graus Fahrenheit, tem-se F = 1,8C + 32 . Qual seria, nesse mesmo més
de abril, a média das temperaturas mdximas didrias, na cidade A, se elas tivessem sido
medidas em graus Fahrenheit?

Desvios em relagcao a média
Seja x = (xq, X2, ..., X,) uma amostra de dimenséo n e de média x. Seja i€{1, 2, ..., n}.

Chama-se desvio de x; relativamente a média ao valor d;=x;—X.

n
Propriedade: a soma dos desvios relativamente a média é nula: > d;=0.
i=1

Soma dos quadrados dos desvios em relagcao a média

Seja x = (Xy, X2, ... , X,) uma amostra de dimensdo n e de média x.

A soma dos quadrados dos desvios em relaciao a média representa-se por SS,

(sum of squares). Portanto, SS, = Z d,-2 .
i=1

continua p
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) continuagdo

Propriedades:
Seja x = (xy, X2, ... , X;) uma amostra de dimens3do n e de média x.
n
* SS,= ) x?-nx?
i=1
e S5,=0 sse x3=X3=..=X,
e Seja h um nimero real. Seja y=x+h=(x;+h, xz +h, ..., x, + h) . Entdo, SS, =SS, .

e Seja @ um nimero real. Seja y = ax = (axy, axy, .., ax,) . Entdo, SS, = a’Sss, .

m
e Para dados agrupados tem-se SS, = 2 n; (xj—i)2 ,onde X1, X5, .., X,, representam
j=1
os m valores distintos da amostra x e n; afrequéncia absoluta de x;.

Variancia e desvio padrao
Seja x= (x1, X2, ..., X;) uma amostra de dimenséo n (n>1):

SS

o 7"1 é a variancia da amostra x e representa-se por sf ;
- 2
o | SSx é o desvio padrao da amostra x e representa-se por s, .
n-1 -

Propriedades:

Seja x = (xy, X2, ..., X;) uma amostra de dimensdo n>1.
e 5, =0 sse x;=X3=.. =X,
e Seja h um nimero real. Seja y=x+h=(x;+h,xa +h, ..., x, + h) . Entdo, s, =s,.

e Seja @ um nimero real. Seja y = ax = (axy, axy, .., ax,) . Entdo, s, = lals, .

12.

13.

Numa prova de salto em comprimento passavam a final os doze atletas que tivessem obti-
do as doze melhores marcas. Apresentam-se a seguir as marcas alcancadas, nessa elimina-
toria, pelos doze atletas que passaram a final (valores em metros).

8§02 792 8,11 8,03 7,95 806 7,97 8,08 8,11 8,03 7,99 8,09

a) Calcula a média dessas doze marcas.

b) Calcula o desvio de cada marca em relagio a média.

Mediu-se o consumo de gasolina, em litros, de dez automéveis, num percurso de 100 km.
Obteve-se assim uma amostra x = (X1, Xy, ... , X19) , de dimensao 10.

Relativamente a essa amostra, apresentam-se a seguir d;, dy, ..., dy (desvios dos nove
primeiros valores da amostra em relagio a média x ):

-0,2 -0,2 0,2 0,3 0,1 -0,1 -04 0,1 -0,1
a) Determina d;y (desvio ndo apresentado na lista anterior).
b) Sabendo que xq = 6,2, determina X .

¢) Quantos litros de gasolina foram consumidos pelos dez automoveis?
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14. Foram registados os saldrios, em euros, de um certo nimero de trabalhadores de uma em-
presa, tendo-se assim obtido uma amostra x . Sabe-se que SS, =20 000 000 .

a) Num certo dia, a empresa decidiu aumentar os saldrios desses trabalhadores em
100 euros. Seja y a amostra dos novos salarios. Qual é o valor de SS,, ?

b) Passado um ano, a empresa decidiu aumentar os saldrios desses mesmos trabalhadores
em 15%. Seja z a amostra destes ultimos salarios. Qual é o valor de S8, ?

15. Um canteiro de um jardim foi dividido em oito talhdes, onde se plantaram sementes de
uma espécie de flores, tendo sido colocadas vinte sementes em cada talhao.

Contou-se o nimero de sementes que germinaram em cada um dos oito talhdes, tendo-se
assim obtido a seguinte amostra: x = (13, 16,17, 14,13, 14,16,17) .

a) Calcula x.

b) Determina s, (apresenta o resultado arredondado as centésimas).

16. Considera a seguinte tabela de frequéncias absolutas, relativa a uma amostra x .

5% 10 11 12 13 14 15
n; 15 28 33 39 36 49

a) Determina a dimensao da amostra x .

b) Determina s, (apresenta o resultado arredondado as décimas).

c) Seja y= —% x +5 . Determina s, .

17. Sejam x e y duas amostras com a mesma dimensdo 7 .

Sabendo que X*#7y* e que SS, = SS, , mostra que:

21 (x7 =y

Shaa o
X2y

Teorema de Chebycheff

Seja x = (xy, X2, .., X,) uma amostra de dimensdo n>1, de média x e desvio padrdo s,.
Seja k um numero real positivo e seja | ointervalo [x —ks,, X + ks,] .

Entao, a proporcao de elementos da amostra que nao pertencem a | é inferior a

k2

18. Seja x =(x1,%),...,%,) uma amostra de dimensdo # > 1,de média x e desvio padrio s, .

De acordo com o teorema de Chebycheff, a propor¢ao de elementos da amostra que nio
pertencem ao intervalo:

a) [x-2s,,x +2s,] éinferior a . b) [x - 3s,,x + 3s,] éinferior a

c) [x—4s,,x +4s,] éinferior a



19.

20.

21.

22.

Seja x = (xq,x2, ... ,X,) uma amostra de dimensdo 7 > 1,de média x e desvio padrio s, .
De acordo com o teorema de Chebycheff, a percentagem de elementos da amostra que ndo
pertencem ao intervalo:

a) [x —2s,,x +2s,] éinferior a . b) [x - 5s., X + 5s,] € inferior a

Seja x = (xq1, X3, ... , X144) uma amostra de dimensao 144, de média 50 e desvio padrio 2.
De acordo com o teorema de Chebycheff, o nimero de elementos da amostra que nio
pertencem ao intervalo:

a) [46, 54] é inferior a . b) [44, 56] é inferior a .
c) [42, 58] é inferior a . d) [40, 50] é inferior a .
e) [45,55] é inferior a .

Num certo jogo de futebol foram registadas as distancias percorridas pelos dezasseis
jogadores de campo que nao foram substituidos. A média dessas distancias foi de 10 km e
o desvio padrio foi de 0,5 km.

a) Determina o nimero maximo de jogadores que poderao ter percorrido menos de 9 km
ou mais de 11 km.

b) Determina o nimero minimo de jogadores que percorreram entre 8,5 km e 11,5 km.

Numa escola realizou-se um teste de Matematica, que foi aplicado a 120 alunos do 10.° ano.
A média foi de 11,4 valores e o desvio padrao foi 1,3 valores.

Prova que, no maximo, houve um aluno com classificacao inferior a 1.

Amostra ordenada

Seja x =(xq, X2, ..., X;) uma amostra de dimensdo n de uma variavel estatistica quantitativa.

Chama-se amostra x ordenada a sequéncia (X, X(2), - s X(n)) tal que x) <X(g) <. < X
com os mesmos valores que a amostra x, cada um deles figurando na sequéncia um
numero de vezes igual a respetiva frequéncia absoluta enquanto valor da amostra x.

Tém-se as seguintes designagoes:
* x1) € designado por elemento de ordem 1 da amostra ordenada;

* X(y € designado por elemento de ordem 2 da amostra ordenada;

* X(, € designado por elemento de ordem n da amostra ordenada.

Percentil de ordem k

Seja x = (xy, X2, ... , X,) uma amostra de dimens&o n de uma variavel estatistica quanti-
tativa. Seja k um nimero natural menor ou igual a 100.

continua p
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O percentil de ordem k representa-se por P, e define-se, a partir da amostra orde-
nada, do seguinte modo:

* se k=100, o percentil de ordem k é o valor maximo da amostra, ou seja, Pigg =Xy ;

e se k=100, o percentil de ordem k é:

— a média dos elementos de ordem ﬂ e ﬁ +1,se k_n for um numero natural;
100 100 100

kn_

100

Nota: dado um nimero real x, [x] designa o maior numero inteiro inferior ou igual a x.

— o elemento de ordem [ ] +1,se ﬁ]_no nao for um numero natural.

Propriedade: dada uma amostra, existem pelo menos k% elementos inferiores ou
iguais a P, , pelo que existem no maximo (100 - k)% elementos superiores a Py .

Percentis de ordem 25, 50 e 75

Dada uma amostra, o percentil de ordem 50 coincide com a mediana.

E usual definir o primeiro e o terceiro quartil de modo a coincidirem, respetivamente,
com P,; e com Pys.

23. Considera a seguinte amostra.

x = (13,48,28,4,17,31,42,9,23,37, 15, 20, 45, 50, 11,2, 27, 34, 43, 16, 30, 49,
7,26,19,44,8,22,1,10)

Calcula: a) P3g b) Py4s ¢) O terceiro quartil.

Percentil de ordem k de um conjunto de dados
quantitativos organizados em classes

O percentil de ordem k ¢é o valor P, tal que a area
da regido do histograma que esta a esquerda da reta de %
equagao x =P, é k% da area total do histograma.

v

24. Num certo fim de semana, nos jogos de futebol da primeira e da segunda ligas, houve um
total de 300 jogadores de campo que nao foram substituidos. Foram registadas as distan-
cias, em km, percorridas por estes jogadores. Os dados estao resumidos na tabela seguinte.

Distancia percorrida  [8; 8,5[ [8,5; 9[ [9; 9,5[ [9,5; 10[ [10; 10,5[ [10,5; 11 [11; 11,5[ [11,5; 12]
Numero de jogadores 3 15 46 81 84 50 17 4

Determina o primeiro quartil e Pgs . Apresenta os resultados arredondados as milésimas
e interpreta os valores obtidos.

2) AULA DIGITAL

ALUNO



Respostas

1. Proposicoes

Pags. 4212

1. «O rio Douro nasce na serra da Estrela.»
«O menor numero primo € par.»

2.2)F b)F ¢)V d)F e F f)F
gV hhF i)V j)V

3. Os valores logicos de p, g, r e s sdo
respetivamente V, F, F e V.
a)F b))V ¢)V

4. vV

5. «D.Dinis ndo foi o primeiro rei de Portugal.»

6. Todas, exceto «O telemével da Inés nao
é de marca diferente do telemdvel da
Catarina.»

7.a)V b)F

8.a)V
b) «A soma das amplitudes dos angulos

internos de um tridngulo é 90°.»
9. Os valores logicos de p e de g sdo di-

ferentes.

a)V b)F ¢ F dyV e)F

10. a) «A Filipa é filha da Joana.» e

1.

12.

13.

«A Filipa é filha do Marco.»
b) «18 é miiltiplo de 3.» e

«18 é maltiplo de 6.»
c) «1<2»e«2<3»

a) «A Teresa tem dois irmios.» e
«A Teresa tem trés irmaos.»

b) «2 < 2’5» e «2 = 2’5»
4 4

¢) «A minha filha Margarida vai comigo
ao cinema esta tarde.» e
«O meu filho Pedro vai comigo ao
cinema esta tarde.»

a) «Nio vou comer uma laranja.»

b) «Vou comer uma laranja e uma maca.»

¢) «Vou comer uma laranja, mas nio vou
comer uma macga.»

d) «Nio vou comer uma laranja, nem uma
maga.»

e) «Vou comer uma laranja ou uma
maga.»

f) «Vou comer uma laranja ou uma
magd, mas nao as duas frutas simulta-
neamente.»

a;) ~p ) gNT ag) gVr
a) pATr a) ~pAq ag) rA\~q
a;) ~q N\ ~r

b,) «2 ou 3 pertence ao conjunto A .»

b,) «2 nao pertence ao conjunto A e 3
nao pertence ao conjunto B .»

14. O valor logicode ~a é V eode ~b é

V ; assim, o valor logico de a é F eo
de b é F.

a)F b)V

15.2) V b)V ¢) F

16. a;) ~(~p) N (qV ~q) & panfV)

erAgvV e e

SpPNANVES (:| 3)

<P

() Dupla negagao

(2) Principio do terceiro excluido

(3) Conjun¢io de uma proposi¢io
verdadeira com outra proposi¢io

) ~pA~(~pAq)e am
S~pAPpV~q e J@
@(NPAP)V(~P/\NQ)@Q(3)
SfV(pA~q e @
&~V

(11.% leis de De Morgan

(2) Distributiva da conjungdo relativa-
mente a disjun¢io

() Principio da ndo contradi¢do

(4) Disjun¢dao de uma proposicao falsa
com outra proposi¢ao

(5)1.% leis de De Morgan

ag) [(pV ~p) AqI A [~(~p A q) @@ 0
SN AN[~(~pAqg)]e

panfc)
SgN[~=(~pAgle a6
SgNnpV~q e @
SGAP)IVIgA~q) & e
S@Ap)Vie a6
SIgNp = o
SpANg

() Principio do terceiro excluido

(2) Conjun¢io de uma proposi¢do ver-
dadeira com outra proposi¢ao

(3)1.% leis de De Morgan

(@) Distributiva da conjungio relativa-
mente a disjun¢io

(5) Principio da ndo contradi¢do

(¢) Disjungdo de uma proposi¢ao falsa
com outra proposi¢ao

(7) Comutatividade da conjung¢do

a) pVigNApVale a0
<:>P\/[(I(\/Q)/\(PV!I)]C?‘<j|('z)
epVIifAap) Vgl e panfo)
epVifVae e J@
epVg

() Disjun¢do de uma proposicio falsa
com outra proposi¢do

(2) Distributiva da disjun¢do relativa-
mente a conjun¢ao

(3) Conjun¢io de uma proposi¢io
falsa com outra proposi¢io

(4) Disjun¢dao de uma proposicao falsa
com outra proposi¢ao

b,)
P qa ~p ~(=p) ~q9 qaV~q ~(=p)A(qV ~q)
V V F V F \% \%
V F F vV Vv \% \%
F \% \% F F \ F
F F \% F \' \' F

b,)
pPa~p~PANG~(~pAqQ ~pA~(~=pAqpVq~pVaq)
VVE F v F \% F
VEF F A F \% F
FVV V F F \% F
FFV F \% \Y% F A

bs)
pg-ppNV~ppNV-pIANg~pAg ~(~pANq) pPAq
VVFE V % F \% \%
VEFF V F F \% F
FVV V A% A% F F
FFV V F F \% F

[ioV ~p) Nal AN ~(~p A 4q)]

o < <

18

19.

20.

21.
22.

23.
24,

.a)F

o om <

b,)
rVa anpVaq

A%

pNVlan(pVql

o< m<

\
A%
v F
v v
B B

=i < < <

b) V. ¢)g

apAlgV~pVale
eSpAg;V
Entdo, as proposi¢cdes p e g sdo am-
bas verdadeiras, pelo que o valor l6gico
da proposi¢ao é verdade.

eV OA~lgAnV~r]e

PV agN(=gAnr)

Conclui-se que apenas a proposi¢io q €
falsa e que saiu 4 no lancamento do dado.

a) p : «O Joaquim come a sopa.»
q : «A mae do Joaquim d4-lhe um doce.»
p=4q
: «Nao falto aos treinos.»
q : «Sou chamado para a equipa da es-
cola.»
pP=4q
: «Vés Braga por um canudo.»
q : «Vais ao Santudrio do Bom Jesus do
Monte.»
p=4q

aV b)F oV

a) p éfalsa, g éfalsa e r éverdadeira.

b) p é verdadeira, q éfalsae r é falsa.

a)V bV ¢V dV

Como a implicag¢do é verdadeira, temos
trés casos possiveis:

*p Vg éverdadeirae p A g é verdadei-
ra; e, dai, p e g sdo ambas verdadeiras,
e p & q éverdadeira.
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epVgq éfalsae p A g é verdadeira;
temos novamente p e g ambas verda-
deiras,e p < g ¢é verdadeira.

epVq éfalsae p A g é falsa; como
pV q éfalsa, p e q sdo ambas falsas,
e p © q éverdadeira.

25.a)V b)V

26. ~(~g=>~p)AN(~r=q9) S pArAN~q

27. a;) «Se esta tarde estudar Matematica,
entdo a noite vou ver televisio e jogar
no computador.»

a,) «Se esta tarde estudar Matematica e
esta noite nao jogar no computador,
entdo esta noite vou ver televisdo.»

a;) «Esta noite vou ver televisdo se e so se
ndo jogar no computador.»

b)) p=>qVr

by) ~p = ~qg N\ ~r

&) ~(p=4q) epN~q
«Esta tarde vou estudar Matematica,
mas a noite ndo vou ver televisdo.»

c,) ~(g=~r)eoqgANr
«Esta noite vou ver televisio e vou jo-
gar no computador.»

28. (pV~q) AN (r=>~p) &
S (g=p) N (p = ~r) éverdadeira
= (q = ~r) logo q = ~r éverdadeira
29. peg Nire~q e
Sp=29Ng=p)Nr=~q A
N(~g=re
S (~q=~p)AN(~p=~g9) N
AN(r=~q) N(~g=r)

(f)>(7:>~P)A(~P=>7)
& (re ~p) logo r < ~p é verdadeira
D(~g=~p) A (r=~q) =

e (~p=~q) A
30. A, D.eE.

(r=~p)

~q=r1=(~p=71)

2. Condicoes e conjuntos

Pags.13a 26
31. A,B.eD.
32.a) V b)F

33. a) Para x = 2 resulta uma proposi¢io
verdadeira;
para x =0 resulta uma proposi¢io falsa

b) Para x =0 resulta uma proposi¢do ver-
dadeira;
para x =1 resulta uma proposicio falsa

¢) Para x =3 resulta uma proposigio ver-
dadeira;
para x =0 resulta uma proposi¢ao falsa.
d) Para x =2 resulta uma proposi¢do ver-
dadeira;
para x =0 resulta uma proposicio falsa

e) Para x =0 resulta uma proposigio ver-
dadeira;
para x = -1 resulta uma proposicdo
falsa.

f) Para x = -4 resulta uma proposicao
verdadeira;
para x =0 resulta uma proposi¢ao falsa.
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34.
35.

36.

37.

38.
39.

40.

41.

42,

43.

44.
45.

46.

47.

48.
49.

50.

a)3 b)le2 c¢)2e3 d)1,2¢3
a) E. b) Nioé. ¢) Nio é. d) Nio é.
e) E. ) Naoé.

\%

x<-1

p(n) A gq(n)

a) 3<xAx<0

b) 3>xVx>0
a) x-3=0Vx+1=0
b) x-3#0Ax+1#0

Xrx=2ox*+x-2=0
A+VI—4x1x(2)
=X = (=4
2
-1+3
ox= Sx=-2Vx=1

2
1
—3x<14:)x>—?

b) 0, por exemplo.
d) -2

f) 1, por exemplo.

a) 1, por exemplo.
c) 0, por exemplo.
e) 0, por exemplo.

g) 0, por exemplo. h) -1, por exemplo.

a) x >-5 AN—-=x>-§
b) x =10 Vx+1=10
c) x<OAX<KO0

a) x<0=x>>0 Y%
b) x|x|<0 & x<0 Y
c) x<3=>x<3 ;3 V
d) x # 6 & x> # 36 s F
a)V b)F ¢V d)F eV
a)dkeZ:-5<k<-3;V

b) IkEZ :k=k*; V

c) EIxEIR:x<l 3V

d) EInEIN:aséCmade nen+1 éum
numero par ; F

p(n) éimpossivel em IN.

q(n) é impossivel em IN.

<

(n) é possivel em IN .

p(x) é impossivel em R .
q(

7(x) é possivel em IR .

(

x) é possivel em IR .

s(x) é possivel em IR .

a)F b))V ¢)V d)F eV

a) A condic¢do é universal em IN.

b) A condi¢do nio é universal em IN.
c) A condicdo é universal em IN.

d) A condicdo é universal em IN.

e) A condicdo é universal em IN.

f) A condicdo nao é universal em IN.
a) Vx ER,xx (—x)<0; F

b) Vx € R,x #2x; F

c) Vn €IN,a somade 7,
é maltiplode 3; V

n+1len+2

51.

52.
53.

54.

55.

56.

57.

58.
59.

60.

61.

62. a

63. a

d) Vu €N,
m.d.c. (n, 7+ 1) + mm.c. (n, n + 1) ZIN;
2
\Y

a) A condicdo é impossivel em IR .
b) A condi¢io € universal em R .

¢) A condicdo € possivel ndo universal em

R.

d) A condi¢io é possivel ndo universal em
IN .

e) A condic¢do é universal em IN.

a)F b))V ¢V d)F

Por exemplo:
a) [2, +oo[

ofh
o]

a)F b))V ¢ F d)V

4=3;b=3Vb=t
3

A proposi¢do afirma que uma condi¢io
universal num dominio é possivel nesse
dominio, o que é verdade.

VxER,x+2#0
ImEMN:n2>5

a) IxER:x+1>2x; V

by Vxe Z,3x+7#3; V

c) ImEIN:6m+3épar; F

d) Vae N,Vun&IN; F

a) «H4 seres humanos que nio sabem na-
dar.»; V

b) «Nenhum ndmero natural é multiplo
de 3.» ou «Todos os nimeros naturais
ndo sao maltiplos de 3.»; F

¢) «Os niimeros inteiros sio todos meno-
res ou iguais a 0 ou maiores ou iguais
aly; V

d) «Ha numeros reais que sdo irracio-

nais.»; V

a) x =0, pois |0] =0 e nio é um niimero

positivo.

b) x =1, pois -3 ndo é menor ou igual a
=5.

c)n=15,15 € ]1,19[, 15 é impar, 15
nao é quadrado perfeito, mas 15 nio é
primo.

dyx=-1, (-1+1)*>(-1)*=0>1,que
¢é uma proposicao falsa.
) {-1,0,1}
b) {-4,-3,0, 4}
c) {4, 8,12, 16,20}
) {
b) {

2,3, 4}
2,3,5)
¢) {2,3,4,6)

d) (2,3, 4}



64.

65.
66.
67. a

68.

69.

70.

71.

72.

73.
74.

75.

76.

77.

a) (xER:x2=9)
b) {n € IN : n é multiplo de 7 A n < 30}
c) n€IN:n<17 A nnio é primo}

{_3a 05 3’ 6}
[-10, 12]
) {2} b) {5, 9,13}
) {2,5,8) d O
) 2,5,7) f) O
g) [3,5] h) 12, 5]
i) {6} o
k) N ) o

Seja xEANC,entio xEAANxEC.
xEA=>x€EB,pois ACB.
x€C=>x€&€D,pois CCD.

Como xEBAxED,xEBND,
logo ANCCBND.

a) {1,3,4,5,7,9, 16}
b) {-2,0,1,2,3,4,5}
c) [2,9] d) 11, 8]
e) [-2,7] f) 15, 15]
g) Z h) Z
Por exemplo: C={1,13,21}.
A U B =B énecessariamente falsa.
BN C=0 énecessariamente verdadeira.
a) {2,6,7} b) O
c) {2,3,5,7} d) {1,6,11, 16}
e) ¥ f) {1,4,5,9}
g) [4,6] h) 10, 5[
i) [18, +oof J) -0, 41
1,4
a) 110, 12]
b) [2,5]
o) 2,12)
a) |3, 8] b) 13, 12]
) -1, 8] d) [-3, +oo[
e) [-3,12] f) -0, =3[ U [8, +oo[
g) |-»,-3] h) [8, +oo[
i) 112, +oo[
a) el a) R
a;) U a,) O
as) |4, +oof ag) 14, +oof
a;) R ag) |-, 4]
ag) |4, +oof
b,) Possivel nio universal.
b,) Universal.
b;) Impossivel.
b,) Impossivel.
bs) Possivel ndao universal.
bg) Universal.
b,) Universal.
a) <2,-1,1,3) N R = (-2,-1,1, 3}
b) {-2,-1,1,3) U @ = {-2,-1,1, 3)

) (=2,-1,1,3) N R\ (1, 3} = (-2, 1)

78.

79.

80.

81.

a) ~pla) = qla) &
< pla) V qla) éverdadeira; como a
verifica p(x) V g(x) , conclui-se que
a€PUQ.

b) ~[~q(b) = p(b)] &
< ~q(b) A ~p(b) é verdadeira; entdo
b&PNbe& Q,logo b&PNQO,
istoé, hEPNQobEPUQ.

Queremos provar que:
t interseta r = t interseta s

utilizando o método de demonstragio por
contrarreciproco.
Para isso, basta provar que:

t éparalelaa s = ¢ éparalelaa

Assim, como t é paralelaa s e s é para-
lelaa 7 (por hipdtese), conclui-se (transi-
tividade) que ¢ é paralelaa 7.

Vamos demonstrar a equivaléncia por
dupla implicagio:

[OACB] € um losango = AOB = 90° A
A AOB = 90° = [OACB] é um losango

B
C

/A

Provemos a 1. implicacdo:

OBC = OAC = 90° (as retas tangentes a
circunferéncia sdo perpendiculares aos
raios nos pontos de tangéncia). Como
[OACB] elosango, AOB = ACB e:

OBC + OAC + AOB +ACB = 360°
90° + 90° + 2A0B = 360° = AOB = 90°

Provemos a 2.* implicacdo:
Como AOB = 90° : .

90° + 90° + 90°+ ACB = 360° &

< ACB =90°
Assim, [OACB] tem os quatro angu-
los iguais, isto é, é um retdngulo. Como
OA = OB (raios de uma circunferéncia),
conclui-se que [OACB] é um quadrado e,
consequentemente, ¢ um losango.

Vamos supor que a soma de um ndmero
racional com um numero irracional é um
numero racional.

a e b designam ntimeros racionais
x designa um ntimero irracional
a+x=b0

a , por ser racional, pode ser escrito na
forma de um quociente entre dois nime-

ros inteiros; assim a4 = — , onde n e m

m
designam ntimeros inteiros, com 7 # 0 .

O mesmo acontece com b ; b = % ,onde p
e q designam ntimeros inteiros, com g #0 .

Substituindo a e b em () resulta:

L PR S RPN
m q q ~m
& x=MP="q

mq

Os nameros mp , nq e mq sao inteiros,
pois o produto de dois nimeros inteiros é
um numero inteiro.

Sendo assim, x é um ntiimero racional, pois
¢é o quociente de dois nimeros inteiros.
Esta contradi¢do resulta do facto de ter-
mos suposto que a soma de um ndmero
racional com um numero irracional era
um ndamero racional.

Logo, a soma de um ntiimero racional com
um ndmero irracional é um nimero irra-
cional.

Algebra

Radicais e poténcias
de expoente racional

Pags. 28 a 34

1.
2.
3.

a) V
a) V

a) Verdade, pois 27 —1 designa um nime-
ro impar, =3 é menor do que -2 e sabe-
mos que, sendo k& um ntiimero impar, se
tem a<b=at <bk.

b) Falso; por exemplo, -3 é menor do que
-2 e (-3)* é maior do que (-2)*.

¢) Falso; por exemplo, -3 é menor do que
—2e (-3)® é menor do que (-2)°.

d) Verdade, pois 27 designa um ntime-

ro par, -3 e -2 sdo numeros negati-

vos, -3 é menor do que -2 e sabemos
que, sendo k& um nimero par, se tem
a<b<0=d">0b".

Verdade, pois x € |-, -2[ <& x < -2

e 13 é um ndmero impar, e sabemos

que, sendo k um nimero impar, se tem

a<b=at<bk.

f) Verdade, pois, dado que x ¢ menor do
que -2, tem-se x <-2<0 e,como § ¢ um
nlimero par, sabemos que x> (=2)8
condicio esta que é equivalente a x%>2%.

g) Falso. Seja, por exemplo, x = -3 ; tem-se
—3€]-0,-2[,(-3+1)=-32¢(-3)°=-243
e, portanto, (x + 1) >(=3)°.

b) F
b) F

c) F

e

~

4. Seja a €10, 1] ; entdo, dado que 0<a< 1,
tem-se 0 <a”<1"e, portanto, a” <1.
5.a)2 b)8 ¢ -2
6. L
2
7. As solugdes sio:

ayVio by V=2 V3 d)V8

8.2

9.2)4 b)12 ¢)2 d)2 e 120 f) 15
10.a) 4 b) 10 ¢)2 d)2 e 8 f) 3
M. a)4 b)5 ¢ 21

139




Respostas

12.2) V40 b) V27a ¢) V50 d) V32
e) V/ab1

13.2) 7V3 b) 2V3 ¢ 3V2 d) 5V6
e 2\3 f)2V2 g 2V4
h) 3a*b3V24% i) 3lalV/3V342
i) 2xV2

14.23) 5\3 b) 5Vx ) 2002 d) 6\V3
e) a% f) 4ab\/2ab

15.a) 3V5 b) Vi2 <) V20

16.a) V3 b) V2° ¢ V5 d) Vi

12,

e) \/578

17. V3 b V5 ¢ V32 d) Vb
e) V2

18.a)\6/576\6/§ b)\4/§e§4/5;2
Q) Va2 e V38 4y V3L e V23

19.a) V3 b) 2 ¢) V16 d) 2+7V6
e 2 f)5-26 g V3 h) 189

20. (%)2 - (\3/?; \/7 Ve=b
VG- vesa

A6/
21. a) % b) i c) 1308
d) 3V25 e C‘z f) \/§2+1
g 2+\3 h) Vg;\/g ) 3\5;3\5

5V3-3Vs
) 3

22.2) 3+2V3 b) 3+4/2+V6
23.a) V3% b) \V/5 ¢) V25 d) V4! e) 3%
24.a) V25=5 b) V8=2 ¢) V43 =8

7 - 9V _ (3 _27
273 0 (3 -
1 2 3 _s _u
25.a) 22 b) 2° 2c) 29 d)z‘:e)z 3
26.2) V10 b) 6°=V36 ¢) 6’ = V6"
d)\F e) V5°

27. 4* 28. Va®
29.8 + 42 30. 4V6n

31. a) 3\/3
{VZ =3\3 {Vz =3\3v,
b){ V1

(=4

v,—vy =131 vy =131+ vy

13n
3V3-1
V) = 3\/§V1 V) = 3\/§V1
Y, 1853V + 1) y _m3V341
2

26

{ V) = 3\/§V1 { V) = 3\/3\/1

E=4
3V3v, = 131+ v,

Vi =

140

3
Dado que % b3 % ,sendo a a aresta do cubo,

3 /3
tem-se 4 e M e, portanto,
3 8 2
& = 3(3\/§ + l) = 9\/5 + 3 e, finalmente,
3
a= 9\/§ +3.

32. a) Seja a a aresta do cubo truncado. Tem -se
2 _ 1-a)2 (l—(l) _
a ( 3 )+ Sa= \f IV, Bt
<:>a:\/5—1
7V2-7

3

33. a) Todas sdo hipotenusas de tridngulos re-
tangulos iguais.

b) V18V3-30

b)

Pags. 35a 44
34. a) Grau: 4
Termos: —\/3 x*) 3x3, 0x3, - %x, -

Coeficientes: —\/3, 3, 0, - i, -

3
b) Grau: 9
Termos:
9
%, 088,07, 065, £, 06, 08, =\/2 2, 0t, 102
Coeficientes:
%, 0,0,0,1,0,0,-\/2, 0,102

c) Grau: 0
Unico termo: 10
Unico coeficiente: 10

35.a) 7x* b) -3y’ «¢) 16“ =5b

d) =7

36. a) x5—6x4+8x3+x2—6

b) —=5¢° + % S -0,1ct

37. a) Sao iguais.

b) Nio s3o iguais.

38.a) 2x*—Sx+1
b) 23 -2+ X L
2 2
c) ——x3+4x2+3x—£
18
39.a) 6x-38

b) —6x3 + 15x% + 27x
c) 20y° +2y* - 82y + 56

40.P(x) x O(x) tem grau 7
(x)

~

(
x) + O(x) tem grau 4
(

@)

(x) = R(x) tem grau 3
P(x) x R(x) + O(x) tem grau 7
O(x) + R(x) tem grau 2

2
b) LN ox +9

25 S

4 6
c) f—6+3x2+36 d) 2+\/§x3+%
e) 3+ 12x + 12x> ) 9x* + 12x3 + 4x°

41. a) 9 + 30x + 25x2

2
hy X -2 41

64 -16 2
g) X + X 6 2

6
i) %—4x4+ 16x% j) 4-25x2
k) x4 — 64x y B _7
16
42.a) (x +4)? b) (2x + 5)?
c) (7x + 1)* d) (x-10)?
e) (5x-3) f) (x—% ?

43.a) (x+3)(x=3) b) (
) (4+7x)(4—-7x) d) <3x ; %)<3x - i)
(

e) (x> +9)(x*-9) f)
44. a) Quociente: x + 1  Resto: -2

b) Quociente: x” + 16x + 48 Resto: 138

c) Quociente: 2x —2  Resto: 0

d) Quociente: % Resto: x + 6

e) Quociente: 0 Resto: x* + 4x -8

45. Quociente: % Resto: 2
46.a) 3x>-S5x-2=(3x+1)(x-2)
b) =3 +3x2—4x +2=(x*=2x +2)(—=x+1)
c) 2x*—x3—dx-3=(x*-x-1) 2x? +x +3)
47. b) O quociente seria (x — 1)(x = 3) , ou
seja, x> —4x + 3 e o resto seria 0 (zero).
48. B(x) tem grau 1 e o resto tem grau 0 (zero).

49.Seja R oresto da divisio de P(x) por x—1.

Tem-se Px)=(x-1)x Ox) +R <
Vem: P(2)=(2-1)x O2) + R =
<P2)=02)+R<

< P2)=P2)+R<R=0

Portanto, P(x) é divisivel por x-1.
50. R(x) =—2x + 11

51. a) Quociente: 2x% + x — 2 Resto: 1
b) Quociente: —3x> + 3x +4  Resto: 0

¢) Quociente: —4x> + 8x> — 6x + 12 Resto: 1

d) Quociente: x* + x>+ x? + x + 1 Resto: 2

52.2)-53 b)-20 ¢)11

53.a=3 e b=-1
55.-1,1¢3

56.2x* - 3x -5 =(x+1)(2x% - 2x% + 2x = 5)

57. 5e2

58. Tem-se P(x) = (x — a)O(x)

Vem: P(B) = (B-a) Q) <
0=(B-a)Op) =
< 0@B)=0

Portanto, 3 é uma raiz de Q(x)

59.-3,2¢3 60.8¢ 16

61. Dividindo 4x® + 12x> —x -3 por x + 3
obtém-se quociente 4x* -1 e resto 0.
Portanto,

453 + 12x% —x =3 = (x + 3)(4x?* - 1) .
Como -3 nio é raiz do polinémio 4x* - 1,
tem-se que -3 é uma raiz simples do polinémio
43+ 1222 -x -3



62. 1 é uma raiz de multiplicidade 3 do poliné-
mio 2x*-3x3—3x?+ 7x-3.

63.a) 35x(2x + 1) b) 4x(-x + 25)

c) (10 +x)(10-x) d) (x+5)?

e) (3x+1)? f) 2x(x —1)%

g) x(1+x)(1-x) h) x*(x+S5)(x-35)
64.a) (x +4)(x-3)

b) =5(x + 3)(x-1)

1

9 r- )2

65. x—1)(x=2)(x-3)

a) (

b) (x +2)(x — 5)?

) (x—2)(2x> + x + 6)
x

d) 3(x-1)>%x +4)
66.a) x(x-1)(x -2 +V2)(x -2 -V2)
b) (x + 1)(x = 3)(x + 5)(x-2)
€) (x—2)%(x+1)(x—1)
d) (x—1)(x+1)(x=3)(x+3)

67.a=1¢e b=0

68.a) Sejam a, b, ¢ e d as quatro raizes
inteiras.
Tem-se P(x)=(x—a)(x-b)(x—-c)(x-d).

Vem: P(0) = (~a)(~b)(~c)(~d)
pelo que a4 = abcd .

b) Pela alinea anterior, o produto das qua-
tro raizes é igual a a4 .

Se a, for um nimero primo, nao existem
quatro numeros inteiros distintos cujo
produto seja ay .

Portanto, o polinémio p(x) ndo pode
ter quatro raizes inteiras distintas.

69.a-1ea+1
70. (m-2)x + 20
7. plx) =%nx3+ (2= 2x) =

- %mﬁ +(2-2x)2(2-2x) =

- %n:x3 +(4-8x +4x2)(2 = 2x) =

=43—nx3+8—8x—16x+16x2+8x2—8x3=

=‘;lx3-8x3+24x2-24x+8=
= A 32 5 042 24x 4 8 =
3 3
4n —24

= — x3 +24x% - 24x + 8

72.a) A 4rea da base da pirdmide inicial é
(6V2)? =36%x2=72, pelo que o seu
volume é %x72><8:192.

A nova piramide é semelhante a inicial,
sendo a razdo de semelhanga das respeti-

. 8§—x ~
vas alturas igual a . Portanto, a razdo

de semelhanga dos volumes é (8%)3 .

Tem-se:

(8—x)3_ (8-x)° _ (8-x)%(8-x) _
8 ) 8 512 -

_ (64 —16x +x)X(8 —x)

- 512 -

_ 512 -192x + 24x* - &°

- 512

Portanto, o volume da nova piramide é:

512 —192x + 24x% + x°
512

x 192 =

=192 (512 -192x + 24x2 - x3) =
"2

=% X (512 = 192x + 2422 — x3) =
3

— 2 s 92— 72x + 192

b) Se o tronco de cone tiver altura zero, a
nova piramide coincide com a piramide
inicial. Portanto, o volume da pirimide
inicial é igual a p(0) . Assim, o volume
da pirdmide inicial coincide com o termo
independente de p(x) .

Geometria
Analitica

1. Geometria analitica

no plano
Pags. 46 a 58
1. a) A(3,0), B(4,3), C(2,2), D(0,1), E(-1,4),
F(=3,2), G(-4,0), H(-2,-1), I(-4,-3),
J(0,-2), K(2,-4) e L(3,-1)
b) y
L
i R
(AR B
Otut x
N L2
fe) S
M.
2.2
3.a) d(A,B)=13
b) d(C, D) =
¢) d(E, F) = %
4.Sejam A(-3,2), B(7,4), C(@8,-1) e

D(-2,-3) os vértices do retingulo.
Tem-se, por exemplo, d(A, B) =

d(B,C)=V26.

Portanto, a drea do retingulo é

V104 x V26 = 2V26 x V26 =2 x 26 = 52
(unidades quadradas).
5. a) d(A,B)=d(B,C) = d(C,D) = d(D, A) = \/125
b) d(A,C)=20 e d(B,D)=10
Portanto, a drea do losango é

202;10 =100 (unidades quadradas).

V104 e

) (2,12)

7.a) (2,1) b) 10z (unidades de comprimento)
8.(5,3)

6.a) (5,10) b) (-1,-3)

9.a) A(-S5,2), B(-2,2), C(0,2) e D(2,2);
y=2
b) r:y=-2 s:y:l
2
¢ 4
) y iR
S i
O] 1 x
Yy =:2
d)E(3,4), F3,1), G(3,-2) e H(3,-4);
x=3

e)d:x=-4 e:x=-1

f) y
i

10.a) y=2x-1 b) y=3x+4 ¢) y=—x-2
d)y:%x—l e) y=-3x f) y=x
g) y=—x

11. a) 4 b) -2 c)
d;) 10 d,) -3 r
e) y=2x3+4=10;

2=2x+4&
S -6=2x=-3=x

12. a) Por exemplo, (0,1) e
b) Por exemplo, (0, 11)
c)

(=2,-5).
e (3,9).
-

(0, 11)

(+2,-5)

d) (2,7)
e) 7=3x2+1e 7=-2x2+11

13. a)

\ /O
n
1
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Respostas

b) (3,1), (7,1) e (7,4)

c) Adrea é 6 (unidades quadradas) e o peri-
metro é 12 (unidades de comprimento).

14.a) y=3

15

16.

17.

18.

1

va

y=3

.a) e b)

y==x-3

x=1
157 \y=2
+ = y=

c) Por exemplo,{ 1
—x

7 7

9

y=-
a) (x+2)2+(y-1)7=
b) x>+ (y+1)?=16
c) (x-3)2+y*=4
d) x*+y2=1

2 2
e) (x+%) +(y+%> =2
f) (x-4)2+(y-5?%=10
a) Centro C(5,-4) e raio 6.
b) Centro C(-1,7) eraio V12 (2V/3).
c) Centro C(0,-3) eraio 1.
d) Centro C(0,0) e raio \/§
(x+2)P+(y-17=25

o2 +4x+4+y"-2y+1=25&
ox?+y?+4x-2y-20=0

42

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

a) Centro C(3,-2) eraio V14 .
b) Centro C(0,4) e raio 4.

(x + 4+ (y—10)>=50 x=1 x=3
=4 Vv
y=2x+3 y=35 y=9
Os pontos de intersecio sio 0s pontos
de coordenadas (1,5) e (3,9).

a) (x-12+(y+2)?*=9
b) 3

a) (x-3)2+(y+2)?<36
b) x> +y><2

c) (x+2)%+(y-5)72>16
d) (x-2)2+9><9

77 (unidades quadradas)

Vamos designar o eixo maior por 2a, o

eixo menor por 2b , a distincia focal por

2c¢, 0s focos por F; e por F, e os vértices
por Vi, V,, V3 e V4.

a) 2a=10; 2b=8; 2c=6; F(-3,0) e
Fy(3,0)5 Vi(=5,0), Va(5,0), V3(0,4)
e V4(0,-4)

b) 2a=20; 2b=12; 2c=16; F{(-8,0)
e F(8,0); Vi(-10, 0), V,(10,0),
V3(0,6) e V4(0,-6)

€) 2a=6;2b=4; 2c=2V5; F;(-V/5,0)
e B(VS, 05 Vi(=3,0), V3,0,
V3(0,2) e V4(0,-2)

d) 2a=14;2b=4V6; 2¢=10; F,(~5,0) e
By(5,0)5 Vi(=7,0), V(7,0), V3(0,2V6)
e V4(0,-2V/6)

2 2
a) X+ -1 by X+ Y -1
9 4 9 4
)LZ Yo d)LZJrLz:
169 25 9" 24
y XL y XL
81 45 25 16
Ly
8 00" 23
VS
2 2
XY
36 9

2 2
.a) x—+y—:1
6 2

b) F(2,0)

c) Sejam (x, y) as coordenadas de P ;
entio, dado que P é um ponto da elipse,

tem-se y> =2 -x

3
o 2x=3% (24
d(P, F) = Ph\56-0-
=%(3—x) d(P,r)=3-x
V6
app _ "3 P7Y e
d(P, r) 3-x 3
AW
I+ L) V3
<+2>x zl_ 3V3
2 s

e [N

A Vx -4 (y-2)k 9

=

b) 1<(x+2)+(y-1)<4

y
1-
1x
-4<x<0A-2<y<1
y
o] 1~
Solug¢io
Py
V)
o[ 1~
31. a) y<2 b) x>-1
O y>x  d)y<-x

32, (x| <2 A-2<y<0) Val+(y-11< 1

33. a) 18 (unidades quadradas)
4 33

b) y=—x +=—>
) ¥ 3x+2

¢) r=d(A,D)=5
d) (x-42+(y-7P<25A0<x<4Ay<7

2. Calculo vetorial no plano

Pags. 59 a 68
34. a)
Vet Mesma Mesmo Mesma Teuais?
erores direcao? sentido? norma? guais:
a e ; Nao Sim Nao
; ec Sim Sim Niao Nao
5 ce Sim Nao Sim Nao
cor | Sm Sim Sim Sim
b) [dl=2 e [cl=3
c)dec
— —
35. a) AB e CD (por exemplo)
b) V80
— — —
36. a) AG b) LA c) E
— — —
d) OH e) EF f) L]
— — —
g) NG h) OP i) AF
— — —
j) LM k) EJ 1) 0



37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

a) AG b)LO ¢ E d)

— — =
a) AB + 2BA = BA
—

— — —
b) 4AB + 3BC + 3CA = AB

B — —
Tem-se, também: SD + DR = SR
— = —
Vem: SD + DR =SR =
— = —
=2(SD + DR) = 25K =
— — —
=28SD + 2DR = 2SR =
— — — — —
=AD + DC=2SR = AC=25R =
T - 17

=S8R = 3
— 1-—= —
Portanto, PO = ~AC e S

—

A

5

)
N =

— =
donde vem PQ =SR.

Conclui-se, assim, que os segmentos [PQ]
e [SR] sdo paralelos e ttm o mesmo com-
primento.

Portanto, o quadrilitero [PORS] é um
paralelogramo.
. . -
Primeiro caso: a = 0
Se a—O,entao i+b +l;)=[;)e

-

i-b= 0- b= 0- b=-b
Como dois vetores simétricos sao colinea-

- i > 7
res, tem-se que os vetores @ +b e a -b
sdo colineares.

Segundo caso: 4 = b

- - =
Se d=b,entio d-b=0.

Como o vetor nulo é colinear com qual-
quer vetor, também neste caso os vetores
- 7 > 7 .
d+b e a-b colineares.
- -
Terceiro caso: @ #0 N d #b
-
Sendo @ e b colineares, existe um niime-
N
roreal A tal que b =Aa .
N
Como estamos a admitir que @ # b ,
tem-se A # 1.
-
Vem: @ +b =d +M = (1 +ANad e
-
d-b=d-\=(1-\Na

H
I
1>

- - ~ .
os vetores d +b e a —b sdo colineares.

N

d(6,2); b(0,-2); ¢(-3,0); d(1,-3);
¢

(=3,-5)

44, 14(-2,3), v(7,4) e w(4,-6)
ay) (5,7) ay) (-9,-1)
ag) (20,-1) a,) (23,9)

45.
46.
47.
48.
49.
50.
52.
54.

55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.

62.

b) [l = V13 e ol = Ves
c) Osvetores # e v nio sio colineares.
d) Os vetores # e w sdo colineares.
e) k=-21

4 ., 4 8 12
EE e e
(B )

13 13

5

(6,-2)
a) C

a) (2,3)
(x + 1)

b) M c) P d) G
b) (-10,17)
+(y+1)?%=13
b) |
51. (4, 5)

53. k=1

a) A—D)
(-8,35)
(5,7)

c) A

a) (-2, 5) (por exemplo)

b)—% c)y:—%x+8

a) (1, b) k=15

(8,0 e (0 -15—6)

5) (por exemplo)

y=-2x-9

(0, 4) (por exemplo)
(-1, 1) (por exemplo)
a) k=7 b) y=2x-8

a) Nao
d) Nio
g) Nio

b) Sim
e) Nio
h) Sim

¢) Sim
f) Nao
i) Sim
Por exemplo:

(=1,4) + k(3,-2) ,

a) (x,)’)= kER

=(-1,4) + k(4,1), kER

, kER

d) (x,y) =(0,1)+k(-1,1), kER

x=-k
{y=1+/€’

=(0,2) + k(la 0),

k€ R

ke R

(0,0) + k(0,1), k €ER

x=0
{ ,keER
k

63.

64.

65.

66.

Por exemplo:

(x,9) = (3,-1) + k(=6,6) , k € [0, +oo[

Por exemplo:

(x, ) = (5,-2) + k(0,4), k €10,1]

a) (x,y)=(3,3) +k2,1), k€ R (por
exemplo)

b)) (x,y)=(3,3)+k(2,1), k€0,2] (por
exemplo)

by) (x,y)=(3,3) + k(2,1), k €0, +oo]
(por exemplo)

C) k=-2

a) (12 +32+8x(-1)-2x3+4=0=
=1+9-8-6+4=0<0=0

b)) y= %x + 13—1

by) (x,y)=(-1,3) +k(3,2), Rk ER (por
exemplo)

x=-1+3k
bs) {y C3uon k € R (por exemplo)

3. Geometria analitica

no espaco

Pags. 69a78

67.

68.

69.

70.

71.

72.
73.

74.

75.

a) P(3,3,4)

¢) R(4,3,-2)

a) A(2,3,2), B(2,1,0), C(2,4,-1),
(

D(-1,4,1), E(-2,4,-2), F-2,-3,2),
G(za 43 1) (2’ _39_1) B 1(09 29 )

b2) (29 _190)
b4) (29 39 1)
be) (2,3,2)

b) Q(_29 _Sa 3)

0(0, 0, 0) , A(2,0,0), B(2 20,

C(0,2,0), D(2,0,2), E(2,2,2), F(0,2,2),

G(0,0,2), P(1,1,-2) e O(1,1,4)

a) A(0, 0, 4), B(0,4,4), C(4,4,4),
D(4,0,4) e E(2,2,-2)

b) 32 (unidades cubicas)

¢) 4V 10 (unidades de area)

b) xOz
b) z=2

), P(2,0,0),
), S0, 0,4),
e V(0,2,4)

c)z=4

a) yOz
a) y=+4

a) 0(0, 0, 0
R(0, 2, 0
U(2,2,4)

b) x=2

c) xOy
c) x=-3

Q(2,2,0),
T2, 0, 4),

d) 13—6 (unidades ctbicas)

e) 4V/2 (unidades de area)
a;) Oz a,) Oy

b) Por exemplo: (0, 4,-10) .
a,;) Oz a,) Ox
b)x=2Ay=4

b)) y=4ANz=6
b;)x=2Az2=6

az) Ox

ag) Oy
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.
86.
87.

88.

89.

a) G(-2V/3,2,12)
b) x=2V3Ay=2
c) x=2\f3/\z=0

d) 2883

a) 9 b) 14 c) S

d) 15 e) V14

a) 343 (unidades ctbicas)

b) y=35 c) y=3Az=6

a)x=3 by x=0Ay=5

a) x=0 c) Sx-y+2z-7=0

b) x=y d) 3x +3y-22+21=0
a)3-2x3+3x(-1)+6=0¢

<3-6-3+6=0<0=0; portanto,
as coordenadas do ponto R satisfazem
a equagio do plano.

b) 7 (unidades de comprimento)
a) 4;‘—8(unidades cubicas)

b) x +y=8

d) y=8Az=7
f) (=8, 8,7)

c)z=7
e)x=4ANy=4

12+ (y+2) %+ (z+1)*=9
b) (x-2)2+y?+(z+1)2=16
)

d)x2+y23z2=1 ) )
2 1 3V

o (-3 el g) o erg) -2

a) (5,-4,1);6

b) (-1,7,-3); V12

c) (0,-3,0)51

d) (0,0,0);5Vs

e) (1,2,3);6

f) (0,-5,4);9

(=3 +(y-47>+(z-11*=76

9n (unidades de area)

a) H(1,-2,0)

b) Tem-se GF =3, EF =1, BF =1.
O volume do paralelepipedo é
3x1x1=3.

A drea da base da pirdmide é 3 x1=3
e a altura da pirdmide é ¢-1.
O volume da piramide é:

L 3= 1)=c-1

3

O volume do sélido é, portanto, igual a:

3+c-1=2+¢
a) x=2Ay=2
b) (x-172+(y-12+(z-1)72=3
c) 3n-4\2
a) x=3ANAz=3
b) (x-3)2+(y-972+(z-3)><9

c) 108w (unidades cibicas)
d) 24 + 8V/2 (unidades de comprimento)
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920.

91.

a) x+y=2

b) Nao pertence.

c) y=2Az=0

d) (x=17+(y-1)7+(z-17<1

e) 0<x< 2/\0<y<2/\0<z<2/\
Ax=12+(y=-12+(z=-1>>1

a) 6x—-10y-2z+19=0

b) Nao pertence.

0 V174
d) x>+ (y=5)+(2-2)>=13

(unidades de 4rea)

4. Calculo vetorial no espaco

Pags.79 a 84
92. Por exemplo:
— = — =
a;) ABe DC a,) AB e CD
— — — —
a;) EB ¢ BG a,) AB ¢ EB
— —
b) AG by) AG
— —
b,) EB b,) AH
b;) D be) E
b)) H be) FE
b,) B byo) D
93. a,) (-2,-1,2)
a,) (8,-6, 8)
az) (8,4,-8)
a4) ( 6) _39 6)
as) (1,-2,3)
b) (x-6)%+(y+7)>+(z-1002=9
c) 17 = —317
94. a) v = —4u ; sdo colineares.

b) Nio sdo colineares.

— 3= ~ .
€) v = =u ;sdo colineares.
d) Naio sao colineares.

e) Nio sio colineares.

f) u = -20 ; sdo colineares.
g) Naio sio colineares.
h) # =-57 ; sdo colineares.
95. 7 (-6, 18,-9)
96. a) (3,3,10) b) (25,2,21)
c) (-9,-1,2) d) (4,-5,7)
97. a=2,b=-5¢e c=0

98.

P pertence a superficie esférica de centro em
. s , = o
C eraioigual a [7] se e sose ICPI =I5
- ~3 =
ora P=C+v & CP =7 e, portanto,
—,
ICPIl = 7] .

99. V (-1, 12, 15)
100. a) (3,-9, 3) b) (=5, S,-9)
c) (2’ 4a6) d) (_23 65 _2)
101. a) V(2 F(4-3)7+ (1-(=5)?=

=V3 +12+42=\/26

102.

103.

104.

105.

106.
107.

108.

109.

110.

b) AB =B - Aj; portanto, as coordenadas
de AB sdo (2,4, -1)— (-1, 3,-5) =
(2= (-1),4-3,-1-(=5)) = (3, 1, 4)
IAB = V3 + 12+ 4 - V26
1
2
Q)4 -32+(1+12+3=14
S 1+4+9=14 < 14 =14 ; as coor-
denadas do ponto A satisfazem a
equagdo que define a superficie esfé-
rica, portanto, o ponto A pertence a
superficie esférica.

b) B(2,-3,-3)

a) H(9,3,17)
b) (x —11)% + (y + 1)?

c)x=6Az=15
) (Z,-4,-2)
2 2

+(z-4)72=51

+(z-2)2=49

a) (_23 4) 8)
(x=77%+(y-3)?
Por exemplo:

a) (x,y,2)=(1,4,3) +M2,-3,4),,ER

x=1+2\
{y=4—3)\ , hER
z2=3+4\r

=(1,4,3) +A=2,-2,2),L,ER

e) (x,y,2)=(0,5,-1) + M(1,0,0), A € R
x=A
{y:S , AER
z:—l

Por exemplo:
(x,,2)=(0,5,4) + M3, 0,-4), ,eR

a) Por exemplo:
(x,9,2) =(0,0,2) + M2,4,-2),\€ER
x=2-2\
b) Por exemplo: {y =4\
z=0

, LER

c) (10,-16,10)
d) Ponto P

a) (-2,7,18)=(1,-2,3) + 3(-1, 3, 5)

b) Seja s(-1,3,5 )_l)lm vetor diretor da
reta s;tem-se AB(2,-6,-10) e, por-
tanto, zﬁ =-25 . Entdo, as retas s e
AB sdo paralelas pois admitem veto-
res diretores colineares.



111. a) 192 (unidades de 4rea)

x=4-2\

b) Por exemplo, 4 y=4Ah , LER
z=10n

c) x=4

d) (-4,4,10)

e) (2’ _2’ _5)

n (21

2

g) 2y +5z2=29

h) (x-2)?+y2+ (z-10)>=29

i) 480 -40m (unidades ctibicas)

112. a) 27x (unidades cibicas)
b) x=9

¢) 27 (unidades quadradas)

113. a) Por exemplo:
(%, y,2) = (10,0, 0) + A(=10, 2, 1), LER
b) % (unidades de volume)

Funcoes Reais

de Variavel
Real

1. Generalidades acerca
de funcoes

Pags. 86 a 92

1. a)

b) S
b,) 3
by) 1
b4) {19 3’ 5}
2. {(=5,11),(1,-1),(7,-13), (13,-25)}

3. a)

b) Dominio: {-2,-1,1, 3}
Contradominio: {1, 2, 4}

c) {—2, _1’ 1}

4. a)

b) As correspondéncias g e i ndo sio fun-
¢des de A em B, porque os objetos tém
mais do que uma imagem.

5. a)

Saramagoe®
Cervantes®

*Brasil
*E. Unidos

Madonnae

b) Dominio: {Eusébio, Maradona}
Conjunto de chegada: B

x Eusébio ~ Maradona

flclx) Portugal  Argentina

7. a) As solugdes da condi¢do g(x) = h(x) sdo
6,8 ¢ 10.

b) {2, 8, 100}
c) {4, 16}
8. a)
x 3 7 11 15

fix) 1 4 7 10

b) A fungio f éinjetiva porque nao existem
objetos diferentes com a mesma imagem.
9. a) Por exemplo:
&3 5 6 7 8 9 25
fi) 14 5 14 20 3 5
b) Naio, porque, por exemplo, 5 e 7 tém a
mesma imagem.

c) {5,6,8,9}

10. Se f(m) fosse igual a 2, ter-se-ia 2 x f{n) =4,
donde viria f(n) = 2 . Portanto, m e n
teriam a mesma imagem, O que contraria o
facto de f ser uma fungao injetiva.

11. A func¢do f ndo é sobrejetiva, pois o seu con-
tradominio é {1, 2,4}, que é diferente de B
(conjunto de chegada).

12.a) §
b) fix)=y< =y Sx-4=3y
3y+4

<:>5x=3)y+4<:>x=—5L

Sx-4
3

Portanto, para cada ntimero real y , exis-
te um nimero real x tal que fix)=1y.
Esse ntimero real x éigual a % .

¢) Para qualquer elemento y do conjunto
de chegada (IR), existe um objeto x cuja
imagem ¢ y . Portanto, todos os elemen-
tos do conjunto de chegada pertencem ao
contradominio. Portanto, o contradomi-

nio coincide com o conjunto de chegada.

~

13. a) Naio.
Os objetos «Torre» e «Pedo» tém a mes-
ma imagem, pelo que a fungdo f ndo é
injetiva. Logo, a fungdo f ndo é bijetiva.
b) Sim.A fun¢do g é injetiva e sobrejetiva.
Logo, a fungdo [ € bijetiva.

14. Tem-se: fla) = f(b) = 3a+4=3b+4 =
=3a=3b=a=b
Portanto, f € injetiva.
Seja yER .Tem-se: 3x +4 =y <

<:>3x=y—4<:>x=—gL4

Portanto, para qualquer elemento y do
conjunto de chegada (IR), existe um objeto
x cuja imagem € y .

Assim, f é sobrejetiva. Portanto, a func¢io
f € bijetiva.

15. Como A tem cinco elementos e B tem qua-
tro, qualquer fungdo de A em B tem pelo
menos dois objetos com a mesma imagem, e
portanto ndo é injetiva. Logo, ndo € bijetiva.
Como cada objeto s6 pode ter uma ima-
gem, qualquer funcio de B em A ndo é
sobrejetiva. Logo, ndo é bijetiva.

16.

Funchale

Mindeloe
P. Delgadae

Sy

*Arq. da Madeira

*Arq. Cabo Verde
°Arq. Acores

\ q

17. a)
&% -2 -1 2 3
g(x) 4 1 4 9
X 1 4 9 16
flx) 2 8 18 32
b)

a °a

b °b

c °c

d od

©) (feg)x) =2x>
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18. a)(8,13) 25. a) R 30. a) (6, 0)
b) (ieh)(x) = ilh(x)] = i(x -~ 4) = Vx -4 b) R\ (3) b) flx) = - >x+2
) (2,3 R
19. d) R\ {-2,2} 31. B; G, E
A f B A f B e) R\ {-4, 1} 32. A imagem de 2 ndo pode ser simultanea-
; ;1 ;: ;1 £) [-5, +o0] mente 3 e —4.
3 25| |3 25 g) R 33.a)6
4 °62 4e 62 h) [-2, +oo[ \ {0} b) Nio, porque a imagem de a ndo pode
20, (F+ ) = fix) < Flfix)] = fix) ) }_m’ i} @ ser simultaneamente 5 e 7.
< flx) =x (pois f € injetiva) ) 1o 33] \(0,2) 34. A;D; E o
21. a) 16 ’m[ ' 35. A(a,~a); OA=-V2a
A B A, B ) IR*’ B(b,b); OB = \V2b
1 o1 1e 1 0 OA=0OB<-a=b
§ 2 5. 2s ™ IR+\ ® fla) =~a = b= fib)
4 62 4 62 n) Ry \ {4} a e b tém a mesma imagem, logo f nio é
1 injetiva.
b) ('« (1) = FIAD] = (1) = 1 9|38 Vis . 1]2
(Fe A2 =F1A2)1 = F'(6) =2 PYRA(=4,0,4) '
(Fef)3) = I3 = (25) = 3 26. a) 37 a)f & par
(o )4) = 1A = F1(62) = 4 = 3 0 3 b)g ndo é par

(Fefhe) =flf'eN=F2)=6

fix) 10n  4n

2\/10n

o 1 2 4

38.

c)h épar
Nao porque 10 € Dy mas 10 & Dy.

gx) -5 2 10 39. f ndo é par.
o F1)(25) = “125)] =f(3) =25
(F > F25) = FIF(25)] = £3) - 20.A B
(f * £1)(62) = fIf(62)] = f4) = 62 Bl ° R o
Portanto, f o f = Idy. bx) V13 3V5 V1o 41.{-6, 6}
22. a)f(x) = x=5 b) A fun¢do b nio é fungido real de varid- 42.Tem-se A(a,a) e B(b, D).
. 6 . . vel real porque o seu dominio nio é um
b) (f_ ° f)(x) = f_ [f(x)] = f_ (6x + 5) = subconiunto de R.
_bx+5-5 _ 6x
= T = ? = 27. a)

Portanto, [ o f =Idg.

(Fo £ = AF 0] = (222 =
x—

=6 x +S5=x-5+5=x

Portanto, fof' = Idg.

x 2 -1 0 1 2 3 4

fix) -3 20 B2 3 11 2
b) Df: {-2,-1,0,1,2,3,4}

Dy={-3,-2,-1,1,2,3}

Como os pontos A e B pertencem ao
grafico da fun¢do g, tem-se g(a) =a e

gb)=b.

23. a)f(x)=ax +b; [(x) = x=b ) -1, 4} Como a fun¢do g é par, tem-se:
tl_ d) {_25 0’ 3} -a € D 5 —b €D s (_a) = (d)
flx) = flx) oax+b=2=0 o v, abimge. R

a
Sax+ab=x-boadx-x=-b-abe

Portanto, os pontos C(-b, b) e D(-a, a)

ox@-1)=-b-absx="= — alb s pertencem ao grafico da fungio g .
“b(1 +a) fb_ O quadrilitero [ABCD] ¢é um trapézio,
Sx= + Sx = =3 cuja area é:
(@a=1)a+1) a-1
ox= 2b+2ax(b—a)=(b+a)(b—a)=bz—az
1-a 2

Portanto, o nimero real x, tal que

43. Designemos por a abcissa de A e por b
flxg) = f~M(xo) € . 29. a) b) a abcissade B,com a#b.
1-a y
Suponhamos que b =-a.
H\q Nesse caso, as coordenadas de A seriam
ORE 0| x (a,a + 2) e as coordenadas de B seriam
(byb+2)=(-a, —a+2).Como [ épar, viria
2. Generalidades acerca a+2=-a+2<a=0,peloque b também
seria 0, 0 que é impossivel porque a#b .
de funcdes reais de variavel ©) 9
y y 44.-3
real i
) 1 iy 45.0)+f(1)=1+f-1) 2 0+f(1)=1-f(1)
Pags. 93a102 o[ X O X c>2f(1)=l®f(l)=%
24. b nido é fungio real de variavel real por-
que Dy, ndo é um subconjunto de R . 46.D'y=1{-2,1,3}; D,={-3,-2,0,2,3}
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47. a) par

48.
49.

50.

51.

52.

53.

54.
55.

b) nem par nem impar
c) nem par nem impar
d) par

e) impar

f) impar

A; C

a)g b) f

g d)f

f éimpar < fl-x) = —f(x), Vx,~x € Dy &<
Sal-) e b(=x)" "l c=

=_(ax2n+1 + bx2n—1 +

) &
S al=x)?" (=x) + b(=x)*" (=x) 1+ ¢ =
=_ax2n+1_bx2n—l —c o

1

2y x —bxY xxV 4+ c =

& —ax
:_ax2n+1 _ben—l o
S —ax? oyl o=
=_axln+1 _ben—l —ce
Sc=—<c=c=0
a) Falsa, por exemplo a funcio [ definida

por flx) = x + 1 ¢ injetiva mas nao é
impar.

b) Falsa, por exemplo a fungio representa-
da no exercicio 48 (C) é impar e ndo é
injetiva.

c) Verdadeira, se o dominio é IR, 0 per-
tence ao dominio, logo a imagem de zero
é zero, pelo que o seu gréfico interseta a
bissetriz dos quadrantes pares no ponto
de coordenadas (0, 0) .

d) Falsa, por exemplo a fungao f definida por
flx) = 0 é simultaneamente par e impar.
(g o Nl=x) = g(fi-x)) = g(-flx)) = g(fix)) =

=(goflx), Vx ER
6
a)
F 15,111 > [-4, 4]

1 3

1 __ 1 2
[ =-Sx+

RIRT

1 \ %
4

b) g : [-5, 1] = [-4,4]

=t d

3 3

58. Em cada alinea esta, a tracejado, o grifico

original e, a cheio, o transformado.

c) d)
’ \\“~\ 7 3 38
o N I, 1 ~
N Fi(e 1 x N /O
\I’ \\\I”
e) f)
~ y ~
’l \\N\ + \\N\
Ay T r N
‘\\ ’,' 1 x ‘\\ ’,'O 1 X
\\'l’ Ay vl’
59.
a) b)
T y
1 /\ 1
Of 1 X (@] X
c) d)
Y Y

)

e) f)

g) h)
T Y
1 T
Ol 1 X Ol 1 x|
i) )]
v
N
Ol 1 X Ol 4 X
k) D)
Y Y
: /-\
1
o * O] 1 X
60.
s
O 1 X

61.

3.

Sendo a a abcissa dos pontos de interse-
¢do dos gréficos, tem-se fla) = fla—-3).

Portanto, a fun¢io f nio é injetiva.

Monotonia, extremos
e concavidade

Pags.103a109

62. a) Imagem de zero: 6  Zero: — =
b) Imagem de zero: -9  Zeros: — = e %
c) Imagem de zero: 16 Zero: 4
d) Imagem de zero: 4 Zeros: % e4
e) Imagem de zero: 0 Zeros: —2¢0
f) Imagem de zero: 0 Zeros: 0 e 4

g) Imagem de zero: -6 Zeros: 1,2 ¢ 3

h) Imagem de zero: -3

Zeros: -3, =3+ V13 e —3-V13
2 2
63.p=-1¢ gq=-6
64. a:—5, b=-8 e c=12
65. Imagem de zero: =2 Zeros: -3, %, % e3
66. a) Imagem de zero: 6 Zeros: 2 e 4
b) {0, 1}
c) (3,5}
67. a) Imagem de zero: =2 Zeros: 3,1 e 4

b) [-5,-3[ U J1, 4]
C) ]_3’ 1[ ) ]43 5]
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68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

a) h(x)=-3x-3
b)
, y
1
1 x;
C) ]—oo, _1[ d) ]_19 +°°[

Como a fun¢do g ¢é positiva, o seu gra-
fico estd acima do eixo Ox .

O gréfico de h também estd acima do eixo
Ox , pois ele é obtido a partir do gréifico
de g por meio de uma translagio hori-
zontal. Portanto, a fungio » também é
positiva em IR .

Como f(0)=-2 ¢ Vx ERR,flx)<-2, a
fungdo f € negativa em [0, +oof .

Como [ épar, tem-se Vx € R, f{—x) =f(x) .
Portanto, a fungdo [ também é negativa
em ]-o0, O[ , pelo que a fungdo f € negati-
vaem IR .Assim, é a primeira proposi¢cao
que € verdadeira.

a) Dy=(1,3,5,7,9)
b) Tem-se: Vx € Dy, 1< flx) <9

Como o conjunto de chegada da fun¢io g
¢ IR*, tem-se D\, C R*.

Portanto, Vx € IR, g(x)>0.

Como, por hipétese, se tem Vx € R, g(x) <35,
vem: Vx € IR, 0 <g(x) <S5 .Portanto, a fun-
¢ao g ¢ limitada.

Tem-se:

vx ER,-3<gx) <4<

SV ER,6>-2g(x) >-8 <
oVxER11>-2gx)+5>-3<

< Vx €ER,-3<h(x) <11
Portanto, a funcio b» é limitada.

a) g é majorada; 0 é um majorante
b é majorada; 4 é um majorante
i é majorada; 16 é um majorante
k é majorada; 3 é um majorante

b) / é minorada; 0 é um minorante
b é minorada; -5 é um minorante
i é minorada; —6 é um minorante
k € minorada; 0 é um minorante

c) h,iek

Tem-se Vx EA U B,-4 <h(x)<8.
Portanto, a fun¢do b é limitada.

Como fung¢do f é limitada, existem m e M
tais Vx ER, m < fix) < M.

Portanto, D' C [m, M] .

Como D', C D'y e D'yC [m, M],

vem D', C [m, M] .

Portanto, Vx ER,m < g(x)< M.

Logo, a fun¢do g ¢é limitada.

a)V b) F ¢)F d)V
e)V f)F gV  h)V
a)Vv b) V gV d)F

e)F (Repara que 3>-1, mas f(3)>f(-1)).
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79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.
86.
87.

a) Por exemplo:

y
1
O
o/
b) Por exemplo:

N

o\
1
O

c) Por exemplo:

S

ol 1 x

d) Por exemplo:

1
~21

1
of 1 x;

©
a) Tem-se, para quaisquer reais a e b :

fib)>fla) = 3b-4>3a-4<
<3b>3asb>a

Portanto, f(b) > fla) < b>a, pelo que
b>a= fib)>fla).
b) Tem-se, para quaisquer reais a e b:

gb)<gla)o-b+2<-a+2 <
S-b<-asb>a

Portanto, g(b) < g(a) < b>a,pelo que
b>a=g(b)<gla).

Tem-se, para quaisquer reais @ e b:
b>a=fib)<fla)=—fb) >-fla) = g(b) > gla)
Portanto, b>a = g(b) >gla).

a) D'f= {-3,-1,0,1,2,5}
b) -3 Qs
a) D, = [-2, 6]

b) Minimo absoluto: -2.
Maiximo absoluto: 6.

a) ]3a 7[ b) ]_53 _3[
a)2,5]  b)[-4,-3[
a)[-4,4] b)4 c)-4

d) A fun¢io f tem um mdximo relativo
igual a 3 para x =-§ e tem um maximo
relativo igual a 4 para x=3.

) 10,5; 1

e) A fun¢do [ tem um minimo relativo
igual a -3 para x =-1 e tem um minimo
relativo igual a —4 para x = 5.

88.

89.

90.

4.

Como 7 é par, tem-se, para qualquer ni-
mero real x,x">0,donde vem ax" >0,
pois a>0.
Daqui resulta que ax”-b>-b.
Portanto, Vx € R, flx) >-b .
Por outro lado, tem-se f(0) = -b .
Como f{0)=-b e como Vx € R,flx)>-b,
vem que —b é a menor das imagens.
Portanto, —b é o minimo absoluto da fun-
¢io f.
a) Tem-se A(a, 5a%) e B(b, 5b%) .
O declive da reta AB é
5b2—Sa> _S(b*—a?) _S(b-a)(b+a) _
b-a = b-a b-a -
=5(b+a)=5a+5b
b) O declive da reta PQ ¢é 5p + 5q .
O declive da reta QR é 5g + 5.
Como p <r,tem-se 5p <S5r,pelo que
Sp+5q9<5q+5r.
Portanto, o grafico da fungdao f tem a
concavidade voltada para cima.

Sejam A e B dois pontos de f de abcissas
a e b, respetivamente, com a >b .
Tem-se A(a,-3a> +2a+6) ¢ B(b,-3b*+2b+6).
O declive da reta AB é:
—3b% +2b + 6 —(—3a% + 2a + 6)
b-a
_3a2-3b*-2a+2b _
== -
3(a? - b2) - 2(a - b)
b-a
3(a-b) (a+b)-2a-b)

= - =

_a-b)Bla+b)-2] _

= - =
(a=b)[3(a+b)-2] _

~(a-b) B

=—[3(a+b)-2]=2-3a-3b
Sejam P, Q e R trés pontos do grifico
da fun¢io f,de abcissas p, q e 7, respe-
tivamente, com p < g <r.O declive da reta
PO é 2-3p-3q .0 declivedareta OR é
2-3q-3r.Como p <r,tem-se —3p >-3r,
pelo que 2 -3p -39 >2-3q-3r.Portan-
to, o grafico da fungdo f tem a concavidade
voltada para baixo.

Estudo elementar
de algumas funcoes
e operacoes sobre funcoes

Pags. 110 a 127

91.
92.

(A), (B) e (€)

a) flx) = 3(x - 5)?
b) x=95

c) (7,8)



93.

94.

95.

a) 2e2

a,) Coordenadas do vértice: (0,—-4).
Equacio do eixo de simetria: x =0 .
O gréfico tem a concavidade voltada
para cima.

b)) -2e2

b,) O grafico tem a concavidade voltada
para cima.

bs) 3

¢;) O grifico tem a concavidade voltada
para cima.

¢,) h =35 e omaior zero é igual a 7.

d) k=9

dy) 3(x—5)2—=3=3x>-30x+ 72

d;) 72

a) (-3,4)

b,) x> +y> =25 b,) (-3,-4) b,) 24

a) 4x2-12x +3=4(x>-3x) + 3 =
2
=4(x2—3x+2—2>+3=4<x—i) -6
4 4 2

oft)
c)56(x—l) -2

96. a) (%,Z) b) x ==
c)x:% d)2

97. a)) -1
a,)x=-1

98.

99.

100. a) -3, 3] }

101. a) 5 litros

az) Concavidade voltada para cima.
a)—4e2
as) |-4, 2[

—(x+1)2-3

b)) flx)
afo-2

-2

a) Tem-se, de acordo com o esquema se-
guinte:

20

x+y+20+x=100

Daqui vem: y =80 -2x

Portanto, a area do jardim é dada por:
(80 -2x)(20 + x) - 10x 20 =

=1600 + 80x — 40x — 2x> — 200 =
=-2x2 + 40x + 1400

b) x =10 Area = 1600
b

N|w

&) 10,15] [ L4

2] go h)[O,%}

b) 16 horas

e) R

102.

103.

a) -2e2
by -2, 2,2e2
2 2

o ool

d) }—

]
S|

As fungdes das alineas a), ¢), e) e f) defi-
nem funcoes cibicas.

a)a = 2 b=0; ;d=1

c)a=—; b=- = % ;d=0
e)a:—4;b:4; =-1;d=0

fla=8; b=-12; c=6; d=-1

104.a) 2 b) 0,—\/26\/2 c) Oe%
d) -1,2 e 3 e) -1 f) -3
g)—l,Oe% h) 1e2
105. a) f(x) =%(x2—4) x—1)=
22328 .8
30 73 7373
b) f(x):—%(x+1) (x—2) = 2x3+%x+1
¢) fix)=-
106. a) fix) :%{x+2)(x—l)(x—3)
b) g(x) = (x+2/(x~-1)
&) hix) == x=1)>(r=4)
107. a) A funcdo tem dois zeros que siao na-

108.

109.

110.

meros simétricos (a e —a) e, portan-
to, o grafico de f tem de intersetar
o eixo das abcissas em dois pontos
simétricos em relacio a origem do
referencial.

b) Os zerosde g sio a-1,a e a+1,
portanto, sendo A(a - 1, 0) , B(a, 0)
e Cla+1,0),tem de ser AB=BC.

c) A fungdo b s6 tem um zero (a) e o
grafico apresentado é de uma funcio
com dois zeros.

d) O tnico zero da func¢io é a ; ora, no
grifico apresentado, o zero da fungio é
um numero positivo, mas, entao, o gra-
fico teria de comegar por ter a concavi-
dade voltada para baixo, pois a tam-
bém é o coeficiente do termo de grau 3
do polinémio que define a funcio ;.

a) |-»,-2[ U ]0,2]
C) ]_29 +°°[

e) [—1, ﬂ U L, 4] ) [2, +[\ (3}
|

Jee, 1L U 12, 3]

b) |-, 2] U [-1,1]
d) [-1,0] U [2, +[

a) Os zeros sio -2, -1, % el;

CS = [-2,-1] U B 1}
b) Os zerossao-2,0e 1; CS={-2} U [0, 1]

c) Os zeros sao -1 e 2; CS =|—x, 2]

2.

13.

14.

115.

116.

n7.

. a) flx) x+2) (x =2)(x = 3)

b) glx) (x+2)%(x-1)

c) h(x) (x+33(x-1)

a)a=2e b=7

b,) fi l)(x + %)(x +3)

b,)

x —o =3 _i 1 +»
2
x-1 - - - - - 0 +
(2x+3)(x+3) + 0 - 0 + + +
fix) —lols]al=|0]=
bs)
1
f
£
ol

by) k € 19, +oo

a) (0,0), (-1,4) e (2,4)

b) A drea é 6 (unidades de drea) e o peri-
metro é 3 +\/17 + /20 (unidades de
comprimento).

a) 1 (unidade de 4rea)

b) Os zeros de b sio-2,4 e 6 e os zeros
de j sio -3,-2el.

c) kE]-3,-2]

10
@ (4]
3 2 4
alx) = W ,D,=10,5
A area atinge o maximo em 3,7.
[EXE]:Show coordinates
‘1'1=((385m‘(3}+101:2—23:"(4))45).[0.5]
<
25|
20|
15
10|
5 £
1 2 a g 4
X=3.679448536 ¥=33.46381599
Dy=1(1,2,6)
&) gl-1)=- . VA =1,

b) %é imagem de % ,\V/3 éimagem de

2V3 1
3

- d 1
e —— éimagem de — —.
4 2
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Respostas

18. a) f(-V2)=1, fiV2)=2V2-1, f(3)=5
e fla>+2)=2a>+3

b) CS = {-3,%}
¢) D'=[-1,5]

119. a)) {-3,1}
b) Trés

¢) Qualquer intervalo contido em [-4, 0] ,
qualquer intervalo contido em [0, 2] ou
qualquer intervalo contido em (2, 3] .

ay) [-4,-3[U 11, 3[

d)
x 4 0 2 3
Min. Mix. Min.
2 7y 57

se —4<x<0

x+2
e) g(x)={

(x=2)*-2se 0< x<3
120. 6 (unidades de area)

121. fix) =%|x ~2) g =2k-1+1

jlx) =—x + 1]+ 3
2x-1 se x<1
122. f(x) = {
2x+3se x>1

2x+1 se x <
g(x):{

2x—-5 se x>

3
2
3
2

124. a)

4
\c N
VNG BRI

b) St
\: 1t
—4 of 1 ax

150

x+2 se —2<x<0

-x—-2 se 4<x<=-2
g(x)={
2 se 0<x<4

Ty

N ok

ol X \ ol / £
126. a) {-2,2} b) {-3-V2,3+V2}
c) Q d) {_2', 2}
¢ (-1,2) 1

g) {—3, —%} h) {-3,-1,1, 3}

D V2V ) U s e
K R 0 -2,2[

m) J-oo, 2] U [2, +oo

n) [09 3] 0) [_39_1] U [1a3]
B) 1=, ~6[ U -5, 0] U J1, |
5
aQ) O nP?ﬂ
o ¢ 4
8) I, 1] t)}6,5[

127.

f(x)>g(x)®x>%/\x<6

128. a=-4Ab=-8 oua=4Ab=38

129. a) Area: 8,4 (unidades de 4rea)

b) A funcdo é decrescente em |-, 4] e é
crescente em [4, +oo[ 5 atinge 0 minimo
em 4.

C) ]_OO9 5]

130. Asretas AB e CD sdo paralelas a reta de
equacao y=x easretas AD e BC sao pa-
ralelas a reta de equagdo y = —x ; portanto,
asretas AB e CD sio perpendiculares as
retas AD e BC. Area: 8 (unidades de drea)

131. a)

b) Vx € D; 0<flx)<S
c) 8 (unidades de area)
dy)

/ [¢)

d,) A fungio b écrescente em [-6,-1] e
é decrescente em [-1,4]; 3 é maximo
de b e -2 é minimo.

132, flx) =Vx-2-1¢e gx)=Vad-x+1
133. Dy = [0, +0[ , D ") = |-, 0]
e hlx)=-Vx
Dy = [0, 42e] , D = 1-2,0] e k) =~Vx
Dy = [1, +e[ , Dy = Je, 4]
e j N x)=4—(x-1)
Dy = |-, 2[ , Dyt = 1, +00|

e tMx)=V2-x+1

134.2)(-3)  b)(]) oY
9.1 a4 01
80 W) [0+ i) ]2, 2]
»o Wiy ol
m)[-1,8] n)]==,1] o) [- % o[
P13 @1, 9[0,1]

135. a)a=—4  by)-3 by) (% %)

136. a)Por exempo, (hoj)(4)=2 e (joh)(4)=V8
b) CS = {4} ; os graficos de b e j interse-
tam-se no ponto de abcissa 4.

a\V16 +b=3 4a+b=3
137. a){ = =

aV9+b=5 3a+b=35

a=-2
54
b=11
b) 20 251

138. a) 12 000 clientes b) 40 €

¢) 10 € (50 € nao faz sentido no contexto
do problema)

d) A receita obtida com a venda do jogo
MatA ¢ dada por p\/180 — 3,6p ; tem
como valor maximo 258 199 (valor em
euros, arredondado as unidades). A re-
ceita obtida com a venda do jogo MatB
é dada por p(15-0,3p) ; tem como valor
maximo 187 500 (valor em euros). De
acordo com os modelos apresentados, o
jogo que pode dar maior receita é o MatA.



140. a) (% 1)

b) £ [-1, +oo] — ]—00, %} tal que

5—(x+1)

f(x) = 5

141. a)D,c=]3, +OO[ b)6

142.

143.

144.

145.

146.

a) Dyt = [0, 4],
D' = [0, +o[
2

1 _x_
e fix)= 5

by) P(x, \/2x)
dP,A) =V (x=3)%+ (V2x)? =
\/x2—6x+9+2x=\/x2—4x+9

by) (1,V2) ¢ (3,V6)

b,) (2,2)

a) -lell
b) 66 ¢ -2
C) B(O’_3)a A(x’ x_2_3)’

dA,C)= Vx> + (Vx-2-4)% ¢

d(A, B) = Vx? + (Vx =2)?

d(A,C)=d(A,B) & x>+ (Vx—-2-4) =

=2+ (V-2 ox-2-8Vx-2+16=

=x—2<f>\/ﬁ =2&x=6

O ponto A tem coordenadas:
(6,V6-2-3)=(6,-1)

Entdo, d(A,C)=d(A,B)=\/40=2V/10

e, dado que, d(B, C) =4, o perimetro

do tridngulo [ABC] é 4 +2x2V/10=

=4+4V10.

a) -1 e 17
c)

b) -1, 17]
Yy

1

/O 1 P

d) g é crescente em [-2, 1] e é decres-
centeem [1,17] ;-5 e 0 sao minimos
e 4 ¢ maximo.

a) {-5} b) {14} c) {-7,4}
d) {-1,2} e) {-1,0} f) {-1,0}
g) [2,+»[ h) |-4,4[ i) ]-2, +oo
a) 0,12x m?
b) 0,6
1
h

147.

148.

149.

150.

Recorrendo a semelhanca de tridngu-
los, tem-se r = 0,6/ e, portanto:

v(h) =%><J1:x (0,6h)2 x b =

=%xnxh2xh=o,12nh3

c) 50 cm
d) D, = [0; 0,12 hv) =3 [
) D=1 n] e h(v) 012m
a) f(0) = 1; os zeros sdo —761.
1
b) [-7,=
) Pl
a) 1 a,) -3 az) 0

b1) {1’ 2) 37 4) 5} bz) {17 3) 5} b3) {35 4a 5}
c) {2, 4}

33)\/5—5

b,) [1, 5[ U 15, +oo

a;) 0 a,) 4
by) [1,3[ U 13, +oo[
bs) J—o0, =1JU[1, +oo[

a) 4 a) —%

b,) R\ {0, 3} by) |-<0, 0]U[3, +oo[ bg) R\ {3}

c)Dado que 4 € Dy, ,, s6 temos que
confirmar que (fx g)(4) =—4 ; com efei-
to, (fxg)4)=f4)xg4)=-1x4=-4.

d) -1

e)0e3

f) -le3

g) 1=, 0] U {3}

h) As duas fungdes tém dominio IR ,
filx)=—x+3 e g(x) =x(x-3)=x?—3x.

i) Dpo=IR e (fxg)x) =—x>+6x2-9x.

151. a) A soma de duas funcdes afins pode ter

um zero, pode nio ter zeros ou pode
ter uma infinidade de zeros, consoante
a soma seja uma fun¢io polinomial de
grau 1, constante, nio nula, ou a fun-
¢do nula.

Exemplos:

eSe fix)=2x+1 e glx)=—4x+2 a
funcdo f+g édefinida por (f+g)(x)=
=-2x + 3, que tem um zero.

°Se fix)=2x+1 e glx)=-2x+2 a
fungdo f+g édefinida por (f+g)(x)=
=3, e ndo tem zeros.

°Se fix)=2x+1 e glx)=—2x-1 afun-
¢io f+g édefinida por (f+g)(x)=0,e
tem uma infinidade de zeros.

b) A soma de uma fun¢io quadrética
com uma fun¢do afim é sempre uma
fungao quadrética e, portanto, pode
ndo ter zeros, ter um zero ou ter dois
Z€eros, como se apresenta nos exemplos
seguintes.

154. a))-1

Exemplos:

°Se flx)=2x+1 e glx)=x2+2, a
fung¢do f+g édefinida por (f+g)(x) =
=x%+2x + 3, e ndo tem zeros.

°Se flx) =2x e g(x)=x*>+1,a fun-
¢do f+ g édefinida por (f+ g)(x) =
=x?+2x + 1, e tem um zero.

°Se fix)=3x+1e gx)=x?+x-1,a
funcdo f+g édefinida por (f+g)(x) =
= x? + 4x , e tem dois zeros.

152. a) A fun¢io f+ g ndo tem zeros. As retas

r e s tém declives simétricos e a mes-
ma ordenada na origem e, portanto,
(f+g)(x)=2b,com b=0.

A fungio f-g toma o valor zero na
abcissa do ponto em que os graficos
das funcdes se intersetam pois:

(f- 8 =0 fix) -gx) =0 &
& flx) = glx)

Neste caso, como os gréficos se inter-
setam no ponto (0, b) , conclui-se que
0éozerode f-g.

A fungdo fx g tem dois zeros: a e —a.
(f x g)x) = 0 & fix) x glx) = 0 &
Sfx)=0Vgx)=0x=-aVx=a

O zero da fungio g éozerode f.

(g)(x)=0(:)% 0o flx)=0A

AN gx)x0ex=a

b) Como [ e g sdo fungdes polinomiais
de grau 1, a fun¢do f x g é uma fun-
¢do quadratica. O seu grafico é uma
parédbola que interseta o eixo Ox nos
pontos de abcissas a e —a . Como as
retas r e s tém declives de sinais con-
trarios, a parabola que é o grifico de
fx g tem a concavidade voltada para
baixo. Este pode ser a representacio
graficade fxg.

fg

N
\a x

=0

153. a) Dy = |-, 6] e Dy = [2, +oo

b) D, = [2, 6] ; 2 € o tnico zero

a,) -3 az)-2  a,)l

b [-3,3]\ (-1, 1) bz)[—3,—1]u[%,3}

by) [-1, 1]
c) Df+g =[-3,3]

s se -3<x<0

(f+g)(x):{—x2 se 0<x<2
24+ 2x-4 se 2<x<3

155.a) Dy, =R ¢ D; =R\ {2)
g

f

b) f— g tem trés zeros; ra nao tem zeros

¢) CS=R

151




Respostas

17.
80 . 5 80 80 R, L,
« d)2(3 =275 =2 23 +3 22 = Z(xi_yi) let__z:lyt_
E n=1 n=1 n=1 i=1 - i= i= _
[1] ré ° EZ_*Z EZ_*Z
| Estatlstlca — g): 3n+1_ E): 2n+2_2 % 3743 §: M= Y Y
n=1 n=t no1 not _ SSx+nEZ—SSy—n§2 B nx>-ny* _
For) = —2_2 ST =22 T
1. Caracteristicas 80 80 80 xT=y xT=y
o =Z(3x3”)—2(4x2”)—223”+
amostrais “~ ~ ~ n (@ -3
Pags. 129 a 136 80 80 80 G !
’ 3 2"=3 3"-4 27—
1 ¢ IE : rgl n; ngl 18. a)l
. a) 2 2
k=1 0 L |
713 ~2Y 33y 2=y oY 2 by L
b) Z — n=1 n=1 n=1 n=1 9
i=s 1
13 o an c) —
9 Y Vi =y (3"-27) 16
i= n=1
) )30“’ 19. a) 25%
.a
5.a) 13 b) 4%
b) 34 b) 1
¢) 165 4 20. a) 36
d) 112 6. Média = 1,6 horas; o Pedro ndo cumpriu as b) 16
e) 42 recomendagdes da mae. c)9
3.a)V 7. a) 10,2 km d)6
b) F b) 204 km e) 24
)V 8.a) 1,89 m 21. a)3
Vv b) 1,86 m b) 15
50 50 .
4.a) % ( 3 (10)-7F ,') - 9. a) 27 dias 292, Tem-se 1=11,4—8x 1,3
=t =1 b) 270 paginas A propor¢io de alunos cujas classificacoes

1[0 50 c) 10 paginas ndo pertencem ao intervalo
== 107) - 7i = x x ¢ 1 i 1
3 /;1 (107) ,; l) 10. 9,5 segundos [x-8s,,x + 8s,] éinferior a i
“ o o 1. a)152°C Portanto, o nimero de alunos com classifi-
= %Z (3j) = %x 3Ix z j= 2 j b) 59 °F cagdo inferior a 1 é menor do que 16240 .
=1 j=1 g1
12. a) 8,03 m Como 120 _ 1,875, houve, no maximo,
b) 620 (k=2)2+4 GzO: k= b) um aluno com classificacdo inferior a 1.
k=1 k=1 X d; 23. a) 14
60 60 8,02 =040l b) 20
=y (R =4k +4) + > (4k) = 7,92 0,11
k=1 k=1 8,11 0,08 c) 37
8,03 0
& 75 “00H 24. Primeiro quartil = P55 = 9,568
_ 2_ _ 25 =7,
= Z(k 4k + 4 + 4k) = 8,06 0,03 Pos = 11,176
k=1 7,97 -0,06
o o @ z’(l);} g’gg Interpretagao:
= Z (k> +4) = 2 k* + Z 4= e o e aproximadamente 25% dos jogadores
k=1 k=1 k=1 7299 0,04 percorreram uma distancia inferior ou
60 60 8,09 0,06 igual a 9568 metros;
= Z E? + 60 x4 =240 + Z k? e aproximadamente 95% dos jogadores
k=1 k=1 13. a)-0,1 litros percorreram uma distdncia inferior ou
b) 6,3 litros igual a 11 176 metros.
Lop+4r L p-4? .
c) 21 3 - 21 c = ¢) 63 litros
= =

} , i 14. a) 20 000 000
oy A p -4 b) 1,152 x 20 000 000 = 26 450 000

- 6
et , . 15. a) 15
70
_ p-+8p+16-p~+8p-16 _ b) 1,69
pot 6
16. a) 200
.y ﬁ:igp b) 1,6
6 3
p=1 p=1 c) 0,4
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